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1.
2.

Demuestre que si f es periédica y diferenciable, entonces f’ es periddica.

Verifique que ey, : R — C : z + 2™ es periédica para cualquier k € Z.

. Demuestre que existe una funcién f € R(R/Z) tal que f - f = 0 pero

f#0.

. Demuestre que si {f,}nen es una sucesién de funciones continuas que

converge uniformemente entonces la funcién limite es continua.

. Demuestre que las funciones sen(2knz) y cos(2kmz) conforman un con-

junto ortogonal. Es decir,

sen(2kmx) - cos(2¢mx) = 0,
sen(2kmx) - sen(2lmx) =
cos(2kmz) - cos(2lmx) =

k= ¢#0),

%
slk=0#0+[k=£=0].

. Suponga que f : [a, 8] — R es continuamente diferenciable. Demuestre

que si [a,b] C [, 8] entonces la funcién

b
F(k) = / (&) cos(kz) dz

es tal que
lim F(k)=0.

|k|—o00

. Demuestre que si f € R(R/Z) entonces para todo z € R se satisface

/01 £(t) dt = /;H (1) dt.

o~ (D
2 okt

k=0

. Demuestre que

converge y calcule su suma. Sugerencia: hay que mirar la demostraciéon
del problema de Basilea generalizado.



9.

10.

11.

12.

13.

14.

Sea C*°(R/Z) el espacio vectorial complejo de las funciones periédicas
infinitamente diferenciables y f € C°°(R/Z). Demuestre que para cada
N € N existe un d,, > 0 tal que para toda k # 0

d
len ()] < ﬁ

Sugerencia: demuestre que si g es una funcién periédica integrable segin
Riemann entonces existe un M (que depende de g) tal que |cx(g)| < M
para todo k € Z; luego, integrando por partes, encuentre una relacién

entre ¢ (f) y Ck((gTNNf)-

Calcule las series de Fourier de las siguientes funciones (se sobreentiende
que extendidas periédicamente). Grafique Si, S, S3 y S4 para cada una.

a) 1
b) f(
c) f(

Derive término a término las series de Fourier de los incisos 2 y 3 del
ejercicio anterior y verifique si convergen; explique en caso de que no.
Integre término a término la serie de Fourier obtenida para la funcién del
segundo inciso del ejercicio anterior y vea si converge la serie resultante a
una antiderivada de la funcién.

3l

f(@) =4(z — )2
flz)=x

Demuestre la identidad de polarizacion: si H es un espacio prehilbertiano
entonces para x,y € H se satisface

dz -y = llz+yll* = llz = ylI* +illz +ayl* — illz - ay]*.

Verifique que {¢;};jen (donde 1p; = > _[j = n|n) es un sistema orto-

normal en ¢2(N) y proporcione los detalles del hecho de que es comple-

to, comprobando que para cualquier v = > _yAnn € /?(N) existe un
m ~

Um = D51 Ajj tal que [[v — vyl se puede hacer tan pequeilo como se

desee.

Considere al conjunto de polinomios con coeficientes en C pero restringidos
a [0,1].

a) Encuentre todos los valores posibles de a y b tales que pi(z) = 1
y p2 = a + bxr sean ortogonales con el producto interior f -g =

I o0
Jo f(@)g(z) da.

b) Encuentre todos los valores posibles de a, b y ¢ tales que p;(z) = 1,
pa(x) =1 =22 y p3(x) = a + bx + cx? sean ortogonales entre sf.

¢) Aplique el algoritmo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt al sistema

completo {1,z,2% 23} del espacio de Hilbert de los polinomios de
grado a lo més 3.



15.

16.

17.

18.

Demuestre que si T': V. — W, con V y W espacios prehilbertianos, y
IT(W)|lw = ||lv|lv para todo v € V, entonces T es una isometria. Use
esto para obtener otra demostraciéon de que la T del teorema sobre la
representacién de vectores en espacios prehilbertianos a través de bases
ortonormales es una isometria.

Sea H un espacio de Hilbert y (a;);cs € H. Demuestre que (a;);cs es un
sistema completo si, y sélo si, su espacio ortogonal

(a;) ={h € H:h-a; =0 para todo j € J}

es el espacio nulo. Sugerencia: es de utilidad demostrar primero que si
M C H es un subespacio de H, entonces M~ es cerrado; también se puede
usar que M C (M+)1 y que si M es cerrado entonces M & M+ = H.

Demuestre que C(R/Z) no es completo construyendo una sucesién de
Cauchy de funciones continuas periddicas cuyo limite no sea una funcién
continua. Sugerencia: considere a las funciones f, tales que fn|[0’ 1

1 =
3~y
0y fn|[%’1) =1y fn es lineal en el resto de [0,1), extendidas de manera

periddica.
Dado un espacio prehilbertiano H, sea H el conjunto de todas las sucesio-

nes de Cauchy dentro del mismo.

a) Dadas dos sucesiones de Cauchy (zx) y (yx) pertenecientes a H, de-
finimos la relacién

k—oc0
(zx) ~ (k) © llox =yl —= 0.

Demuestre que ~ es de equivalencia.

b) Al conjunto cociente H=%H / ~ dételo con una suma y producto por
escalar definidos por

(2] + [yk] = [(zx +yx)],  Alew] = [Aog].

Esto convierte a H en un espacio vectorial donde definimos el pro-
ducto interno

[zx] - [yx] = m 23 -5 Y.
k—o0

Demuestre que este producto interno estd bien definido, con lo que
H se convierte en un espacio prehilbertiano.

¢) Embeba a H en H segun sucesiones constantes; es decir, para © € H
defina z;, = x para k € Ny tome ¢ : H — H : & > [x]. Demuestre
que ¢(H) es denso en H segin la norma inducida por el producto
interno del inciso anterior.

d) Demuestre que H es de Hilbert; es decir, que es completo.
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20

21.

22.

23
24

25

26

27

28

. Verifique que ||?]|; definida segin

I = [ 1@

es una norma en L{ (R).
. Calcule fx (f* f), donde f(z) =[-1<ax <1].

a) Demuestre que la transformacién de Fourier es lineal.

b) Si f €Ll (R)y f(z) > 0 para todo z € R, entonces demuestre que
|f(y)] < f(0) para cada y # 0.

a) Calcule la transformada de Fourier de la funcién f(x) = z[|z| < 1].

b) Supéngase que f(y) = e~¥". Encuentre las transformadas de Fourier

de f(2/2), f(x/2-1)y f(z/2—1)e*".

—TT

. Demuestre que e ’ pertenece a la clase de Schwartz.

. Usando el teorema de Plancherel calcule

[

. Use las férmulas de los coeficientes de Fourier para la cuerda vibrante para
resolver la ecuacion de onda con las siguientes condiciones iniciales.

a) f(x) =0 <z <31+ (1-2)[3 <z <1, g(x) =0.
b) f(x)=0,g(x)=[3—e<z<3i+¢e,3>e>0.
Anime los resultados con Desmos.

. Encuentre la solucién al problema de Dirichlet en un circulo unitario ex-
pandiendo por serie de Fourier cuando la condicién de frontera es

a) f(0) =02 — ) (extendida periédicamente),
b) f(6) = sen(d) cos(h).

ou 9%u

. Escriba la solucién de la ecuacién de calor G¢ = §-% con condicién inicial
u(z,0) = [Jz| < 1](x + 1) y trate de expresarla en términos de la funcién
erf.

. Sea feSyulx,y) = (f*Py)(z).

a) Demuestre que la funcién u es dos veces diferenciable y satisface la
ecuacién de Laplace.

b) Demuestre que ||u — f||3 tiende a 0 conforme y tiende a 0.



29.

30.

31.

32.

33.

Para una solucién de la ecuacion de onda % = %277; que satisface las con-
diciones iniciales u(z,0) = 0 = 2%(z,0) y de frontera u(0,t) = u(L,t) = 0,
t > 0, defina la energia

1 [Pl fou\? ou
E(t)= = — d
0=3 K&J *(m)] "
Imite la demostracién para la ecuacién de calor con condicién inicial nula
para demostrar que u = 0.

a) Demostrar que
1) f(x+h) = fe)emex,
2) fx)e Je~2mixh = f(€ + h),
3) ( x) = A7 f(AT1E) si A >0,
4) J(Rx)

donde ? es la transformacién de Fourier en R<.

X) = (R§ ) para cualquier rotacién R,

b) Dada f : R? - R : x> e_”“x”z, calcule las transformadas de Fourier
de f(x+ (1,0), fOFER) y fOFER)e2milama- LD,

.7 e 2
Suponga que u es una solucién de la ecuacién de calor % = % tal que

u(r,0) = f(z) € S. Demuestre que limj, o u(x,t) = 0 para t > 0.
Sugerencia: observe que para algin M ocurre que |f(x)] < M para todo
r y que lim|; o f(z) = 0; descomponga el intervalo de integracién de la
convolucién que define a la solucién en dos partes, como es usual.

Sea f € S.

a) Integrando por partes, demuestre que

W%=4M/ 2 (2) LD gy

— 00

y concluya que
IsE<2 [ lof@%2 da.

b) Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y los teoremas de los siete
incisos y de Plancherel, demuestre que

1F115 < darllf (@) |201€ £ (€)]l2-

Usando las identidades cos(f) = ew';efm y sen(f) = ew_szie, la férmula

para la solucién de la ecuacién de onda en R? (con d = 1), deduzca de
_ f(ert)Jrf(:c t) + fCEth )dy

nuevo la férmula de D’Alembert wu(z,t)
Sugerencia: Observe que de las identidades para la diferenciacion y la
transformacién de Fourier se pueden obtener otras para la antiderivacion.



