O. A. Agustin-Aquino UTM

Hemos hablado de conjuntos en relacion al dominio de las inter-
pretaciones del lenguaje de primer orden, pero no hemos dicho
qué son. Y asi vamos a permanecer, pues lo que importa es lo
que hacen, vy no lo que son.

Tenemos la idea de que son “agrupaciones’ de objetos, pero
|0 esencial de las mismas es que podemos saber cuales objetos
estan en uno en particular y cuales no. Si xz pertenece al conjunto
A, entonces escribimos

x € A,

y decimos que x es un elemento de A.
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Cuando conocemos a todos los elementos de un conjunto, los
escribimos separados por comas y encerrados entre llaves, por
ejemplo

A=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Asi, por ejemplo, 1 € A pero 10 ¢ A.
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Axioma 1 (de existencia). Existe un conjunto V para el que la
proposicion x € V siempre es falsa. Es decir, V es un conjunto
que no tiene elementos.
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Axioma 2 (de extension). Dados los conjuntos A y B, diremos
que A = B si, y solo si,

Ve((r € A) < (z € B)).

Coloquialmente, tenemos que dos conjuntos son iguales si cual-
quier elemento del primero también |lo es del segundo y recipro-
camente.

Ejemplo 42.

{1,2,3} ={3,2,1},
{1,2,2,3,3,3} = {1,2,3},
{1,2,2,3} = {1,3}.

139



O. A. Agustin-Aquino UTM

Proposicion 4. Existe un unico conjunto que no tiene elementos.

Demostracion. Supongamos que V7 y Vo son conjuntos vacios
y ademas V7 # Vo. Para que esto ocurra, tendria que haber un
elemento en alguno de los dos que no esté en el otro. jPero
esto es imposible, porque estan vacios! La contradiccion vino de
suponer que Vi # Vo, asi que Vi = Vs, [ ]

Por este resultado es que podemos denotar al unico conjunto
vacio con () o {}.
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Axioma 3 (Esquema de comprension). Sea P(x) un predicado.
Para cualquier conjunto A existe un conjunto B tal que =z € B si,
y sOlo si, € Ay P(x). Usamos la notacion

B={xe€ A: P(x)}.
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Teorema 5 (B. Russell, 1902). No existe el conjunto de todos los
conjuntos. En otras palabras, la coleccion de todos los conjuntos
no puede ser un conjunto.

Demostracion. Supongamos que existiera tal cosa y llamémosla
U. Definamos la propiedad P(x) : ¢ ¢ =, es decir, x satisface P
Si no es elemento de si mismo. Por el esquema de comprension,
debe existir el conjunto

R={zxeU:Plx))={xe€U:x¢&zx}.

Como U es el conjunto de todos los conjuntos, entonces R e U.
Ahora bien, iSe cumple que R € R? Si es asi, entonces por
definicion R ¢ R. Pero si R ¢ R, entonces cumple el requisito
para estar en R, 0 sea R € R. La contradiccion proviene de
suponer que U existe. [ ]
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Por este teorema es que todos nuestros conjuntos los construi-
remos recurriendo a otro conjunto mas grande, que llamaremos
universo y al que normalmente le asignaremos la letra U. Para
entender mas facilmente las construcciones, usamos los llamados
diagramas de Venn-Euler.
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Definicion 20. Dados los conjuntos A y B, decimos que A es un
subconjunto de B si, y sOlo si, siempre que x € A entonces z € B
(en simbolos, Vz((z € A) — (z € B))). Se denota este hecho con
A C B.

Escolio 3. Obsérvese que A = B es equivalente a (A C B)A(B C
A), debido a la equivalencia l6gica

(reA) s (xeB)d(xecA) > (xeB)AN(xeB)— (xecA)).

U

B
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Ejemplo 43. Si definimos A = {1,2} y B={1,2,3} y C ={1,4},
tenemos que AC B, peronoque CC Ani C C B, pese a que C
tiene elementos en comun con A y con B. Eso no basta: todos
los elementos de C tendrian que ser elementos de A para ser uno
de sus subconjuntos.
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Proposicion 5. El conjunto vacio es subconjunto de cualquier
conjunto.

Demostracion. Sea A un conjunto arbitrario. Para que ) C A, es
necesario y suficiente que se cumpla Vz((z € ) — (z € A)), segln
la definicion. Pero el antecedente de la implicacion del alcance del
cuantificador Vx siempre es falso, por lo que la formula siempre
es verdadera, sin importar quién sea z. El resultado se sigue. ||

Ejercicio 2. Demuestre que todo conjunto es subconjunto de si
mismo. Es decir, si A es un conjunto, entonces A C A.
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Dados dos conjuntos A y B, existe el conjunto AN B (llamado
interseccion de Ay B) que consta de todos x tal que z € Ay
x € B. En efecto, si definimos P(x) : x € B, por el esquema de
comprension existe

ANB={zxec A:x e B}.

U

A B

)

Ejemplo 44.{1,2,3,5,7}n{1,3,6,9} = {1,3}.
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Axioma 4 (del par). Para cualesquiera a y b existe un conjunto
C tal que z € C si, y sOlo si, x =a 0 z =b.

Este axioma permite construir un conjunto “pegando” “dos”
elementos.

148



O. A. Agustin-Aquino UTM

Ejemplo 45. Hasta ahora el unico conjunto que sabemos que
existe de forma efectiva es (). Si tomamos entonces a = b = 0,
el axioma del par nos dice que podemos construir el conjunto
{0,0} = {0}. Este conjunto jya no es vacio! En efecto, la propo-
sicion () € {0} es verdadera.
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Axioma 5 (de la union). Para cualquier conjunto S, existe un
conjunto R tal que z € R si, y sOlo si, x € X para algun X € S.

Ejemplo 46. Sean A ={1,2,3} y B = {4,5}. Por el axioma del
par, podemos construir el conjunto S = {A, B} = {{1,2,3},{4,5}}.
Entonces R seria

R={1,2,3,4,5}.

En efecto: por ejemplo, 1 € R porque 1€ A€ S, v 4 € R porque
4 ¢ Be S,y asi con todos.
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En general, si A y B son conjuntos, y aplicamos el axioma del
par para obtener {A, B} y luego el de union para “pegar’ todos

los elementos de A y B, obtenemos su union, que se denota con
AUB. Asi

AUB={x€A:zeB}={x€ B:xc A}
={zxeU:(xe€A)V(zxeB)}

U

A B

0

Ejemplo 47.{1,2,3,5,7} U{1,3,6,9} ={1,2,3,5,6,7,9}.
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Axioma 6 (del conjunto potencia). Para todo conjunto X, existe
un conjunto pX tal que A € pX si, y solo si, A C X. Es decir:
Si reunimos a todos |os subconjuntos de un conjunto, podemos
conformar un conjunto con dicha coleccion. A pX se le llama
conjunto potencia de X.
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Ejemplo 48. ; Cuales son los subconjuntos del conjunto vacio (7
De entrada, él mismo. Y no puede haber otro, puessi A C (), por
un teorema anterior tenemos que ) C A, y por un escolio, que
A = (. Por lo tanto, p0 = {0}.

Ejemplo 49. ;Y qué conjunto es p{0}7? De entrada en la lista
siempre estara (). Pero {(} no es vacio, y él mismo es subconjunto
de si mismo, o sea que también {0} es subconjunto. Ya no hay
otros, pues no tiene mas elementos. Entonces p{0} = {0,{0}}.
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Ejemplo 50. ;Qué conjunto es p{a,b}? Como en el ejemplo
anterior, tenemos a 0 y {a,b} en la lista. Pero ahora hay algunos
mas, a saber: {a} vy {b}. Asi

pla, b} = {0,{a}, {b},{a,b}}.

Ejercicio 3. Encuentre p{a,b,c}. Sugerencia: Tiene ocho ele-
mentos en total.
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Otras operaciones con conjuntos que son utiles son: |la diferen-

cia de dos conjuntos A y B, que denotamos con A\ B y que
corresponde a

A\B:={z€A:z¢ B}

U

A B

«

Ejemplo 51.Si A={1,2,3,4} y B={2,4,a, 5}, entonces

A\ B ={1,3},
B\ A= {a,f}.
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También esta el complemento (respecto al universo U) del con-
junto A, que denotamos con CA vy corresponde a

CA:={xcU:x¢ A}

U

Escolio 4. Es inmediato de las definiciones que A = U \ A.
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Para una penultima operacion entre conjuntos que estudiaremos,
necesitamos definir lo que es un par ordenado

(a,0) = {{a},{a,b}} C pla, b}

que se puede construir aplicando tres veces el axioma del par.
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Proposicion 6. Se satisface que (a,b) = (¢, d) si, y sOlo si, a = c
yb=d.

Demostracion. La parte del “soOlo si” es bastante obvia, asi que
sOlo demostraremos la afirmacion directa. Si a # b, entonces
forzosamente {a} = {c} v {a,b} = {c,d}, y se sigue de inmediato
que a = c Yy b= d, segun la definicion de igualdad de conjuntos.
Por otra parte, si a = b, entonces (a,b) = {{a}} tiene un sdlo
elemento, lo que obliga a que también ¢ = d para que (¢, d)
no tenga dos. Pero entonces (a,b) = {{a}} = {{d}} = (¢, d),
Yy en consecuencia a = d por la igualdad de conjuntos, O sea
a=b=c=d. L]
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Definicion 21. El producto cartesiano de los conjuntos A v B,
que denotaremos con A x B, es

Ax B={(a,b) :a€ Abe B}.

Ejemplo 52. El producto cartesianode A = {1,2,3} vy B = {«a, 5}
es

Ax B={(1,0),(2,2),(3,a),(1,8),(2,8),(3,8)}
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Una ultima operacion que veremos es la diferencia simétrica

AANB={zxe€e AUB:x¢ AnB}=(AUB)\ (AN B).

U

A B

O

Ejemplo 53.Si A={1,2,3,4}t y B={2,4,a,(}, entonces

AAB = {1,3,a, B}.
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Ejercicio 4. Dados los conjuntos A = {4,3,9}, B = {10,9,6}
y C = {2,6,7,4} en el universo U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
encuentre

ANBNC.
(AuB)\C.
(CA) N (CB)
AN(BUQO).
AANBAC.

A X B.

o0k WNHE

Construya los diagramas de Venn-Euler correspondientes donde
sea posible, coloreando apropiadamente el resultado.
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La razon por la que l|la diferencia simétrica es util es por las
siguientes identidades.

AND = A,
ANA = 0,
AAB = BAA,

(AAB)AC = AA(BAC),
AN(BAC) =(ANB)A(ANC),
ANU = A,
ANA=A.

Es decir: podemos manipular las operaciones con conjuntos como
si A fuera la “suma’” y N fuera la “multiplicacion’”, donde el cero
esPyellesU.
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Considerando ademas que

AUB = (AAB)A(ANB),
A\ B=(AAB)NA,
CA=UAA,

podemos demostrar cualquier identidad que involucre a las otras
operaciones en términos de A y N.
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Por ejemplo

CCA=UA(UAA)
= (UAU)AA
= 0AA = A.

O también
C(AUuB) =UA((AAB)A(AN B))
=UnNnU)AANU)A(UNB)A(ANB)
= ((ULAANU)A((UANA)N B)
= (UAA)N(UAB) = (CA) N (CB).

Ejercicio 5. Demuestre que [(AN B) = (CA) u (CB).
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