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Representacion en Variables de estado

e Un sistema dinamico no ¢ Sifno depende
lineal se representa de la explicitamente del tiempo
siguiente forma, donde que dice que el sistema es
XE&Rn son los vectores de autonomo.

estado y u ERm las
entradas de control. A

veces la salida y(t) tambien ,

tiene ¥ = f(x, Ll)

vy =h(x,u) r

| f X h(x,u) >0
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Punto de Equilibrio

® Un punto de equilibrio ® Para un sistema Lineal

PE) del sistema si tiene la .
( ). X =Ax+ Bu
propiedad de que cuando el

estado inicial del sistema es o
* El punto de equilibrio es

X=0 si u=0.
V4294 3y + 4y = u(t)

X, el estado permanece en

x en todo tiempo futuro.

¢ Un PE puede ser aislado, es
decir no tiene otros PE en

X1 =Yy
la vecindad, o puede existir
un continuo de PE. Xz =Y
X3 =¥
\_ V =u(t) — 2x3 — 3x, — 4x; )

Ejemplo Sistema  y+2y+3y+4y=u®
® Simulacion con condiciones iniciales y(0)=yp(0)=ypp(0)=5

C:\PCUTM2010\UTM_10\Cursos\2012 Marzo-Julio\Robotica\Matlab\simulink\modelos\noLineales




Ejemplo 1. PE del Péndulo

T = [m!z +I}q+mg1¢1 sin (C])+f

m-g

Ejemplo 1. PE del Péndulo

¢ Simulacion con entrada cero y condiciones iniciales q1(0)=pi/2 y q1p(0)=0,
Ts=1ms.

o 1=0.45;1c¢=0.091; m=24; g=9.81; [=1.266; B=2.288; ta0o=0; fc=7.17,
J=m*]c*lc+1; Ts=0.001

C:\PCUTM2010\UTM_10\Cursos\2012 Marzo-Julio\Robotica\Matlab\simulink\modelos\noLineales
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Codigo de Matlab

%lnicializacion del archivo de simulink
1=0.45;

1c=0.091;

m=24;

g=9.81

1=1.266

B=2.288

tao=1

fc=7.17

J=m*]c*lc+]

Ts=0.001
subplot(2,1,1),plot(Tiempo,Q, Tiempo, Qp)
ylabel 'Y, Yp yYpp'

xlabel 'seg'

grid

subplot(2,1,2),plot(Q, Qp)

ylabel 'Y'

xlabel "Yp'

zlabel 'Ypp'

grid

Problemas

® Representar al sistema del tipo X = f(?{, u )’, y encontrar
el PE

® Problema 1

i1 = e[er — &) + s — o1 — €] [[xl — P+ J,-g] . n(0)eR

ig = —[wy — &] + cwg — @ [Lﬂl —e]? **LE%] . n(0) R

® Problema 2
i+ —1y+y"+1=0. y(0).5(0) R

® Problema 3

Ll — &9 — ..L'-‘f
LQ = —ry — ;E;
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Oscilador de Van der Pool

* Ejemplo de un sistema no

lineal sin entradas

® [as variables de estado son

x1yx2
T1 = T,
To = —1 + (1 — JJ%).I‘Q

e El sistema es estable si

[2(0)]| <0 =

T2

(D) < o

vi>0.

Simulacion en Matlab

¢ Condiciones iniciales x1(0)=x2(0)=0.1

XY Graph

C:\PCUTM2010\UTM_10\Cursos\2012 Marzo-]Julio\Robética\Matlab\simulink \modelos\ VanderPol

o
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Simulacion en Matlab

Condigo de incializacion
Ts=0.01;

subplot(2,1,1),plot(Tiempo
,X1,Tiempo, X2)

ylabel 'X1,X2'

xlabel 'seg’

grid

subplot(2,1,2),plot(X1,X2)
ylabel 'X2'
xlabel 'X1'

grid

Gréaficas en Matlab

X1,X2

Sistemas Lineales

Un sistema lineal es estable si
y solo si sus Eigen valores
(Valores propios) son
nameros complejos menores
o iguales a cero. .

Ejemplo:

IEl sistema es inestable!

Nota: En Matlab se obtienen
los eigen valores con la
instruccion: eig(A)
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Sistemas Lineales
® Los puntos de equilibrio de: X — AX

® son estables < todos los eigenvalores de
A, satisfacen que ,
q Re A\, <0

® Linealizacion de un sistema no lineal

® La ecuacion diferencial no lineal dada por X — f (X’ R)

se puede aproximar por series de Taylor a

. - n é?f" ﬁ ‘ P (f?fl‘
5 (0)=£,(Xn )+ 2= (Xor)) (= )+ 2= (Xr) (1)
J=1 J 5.7 =L 0.7

® coni=1,2y3

Linealizacion

* Sise define Ax; =x,—x, y Ar}. =r,—,

* La ecuacion diferencial se puede aproximar a:
Ax=AAx+B'Ar

5f, 6, 5, o0f Oh oL

ox,  ox, ox, on, - or, or,
5f, f,  Sf, L AL A
A =|6x  Ox, ox, B = é_rl éfﬂz éfﬂn

o 8 3h Lo S ok
ox, oOx ox on, - on, or

1 2 n
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Ejemplo 1
® Oscilador de Van Der Pool f
x1:x2 X:‘f(X): ‘](‘1
. . 2 . J2
X, =—X, —i—(l—;xl )xz
* El punto de equilibrio es 0
Ax = A'Ax+B Ar
9 I
lor] Ox, Ox, B 0 1 _ 0 1
COX] o oh| |Fleaxx, 1-xl o, -1
Ox;  Oxy |,
Ejemplo 2
® Linealizacion del péndulo
X, =X . 1
1 2
T X=s)=
X, = —asin(x, ) —bx, /s

—

* El punto de equilibrio es X, = Oa T, eee NTT
. — 0

Xy
9 I
A_la_q_EE oo 1l o 1‘
x| |of, of, acos(x,) —b| _ |a —b
Ox, Ox, |
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Propiedades de Matrices

A matrix A is square it n = mn, i.e. if it has as many rows as columns. A square
matrix A € IR"*" is symmetricif it is equal to its transpose that is, if A = AT,
Ais skew-symmetric if A= —AT. By —A we obviously mean —A := {—a;;}.
The following property of skew-symmetric matrices is particularly useful in
robot control:

xTAx =0, foralzcR"

A square matrix A = {a;;} € R"*" is diagonal if a;; = 0 for all ¢ # j. We

denote a diagonal matrix by diag{a;y,ass, -+, a,,} € R"™", ie.
ajy D . D
. 0 QQQ .. D .
diag{aiy. asa, . ann} = _ _ ' ' c R
0 0 - ann

Definido Positivo

A square matrix A € IR"™" is singular if its determinant is zero that is,
if det[A]=0. In the opposite case it is nonsingular. The inverse matrix A~!
exists it and only if A is nonsingular.

A square not necessarily symmetric matrix A € IR™*", is said to be positive
definite if

xTAx > 0, for all x € R", with = # 0 € R".

The theorem of Sylvester establishes that the matrix P is positive definite if
and only if

detfa11] > 0, det [all al?} >0,---,det[4] > 0.
asp azg
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® Encontrar si las matrices son definidas positivas

V(zy, 22) = [2 $2][.;i0 ;] [ié]

* Ejemplo2 I €
]. |: ' 1+ 222 ]

Control de robots en el espacio
articular

El estado de equilibrio X=0, se dice que es un punto estable

si para cualquier R>0 existe un r>0 tal que si
X(t)| <R ¥ t.En otro caso es inestable.

Estabilidad asintotica

¢ Un punto de equilibrio 0 es asintoticamente estable si ¢l es

estable, y ademas existe un r>0 tal que si H‘((O)H <r implica
que X(7)— 0 cuando ¢ — oo

Estabilidad Exponencial

¢ Un punto de equilibrio 0 es exponencialmente estable, si
existe 2 puntos estrictamente positivos 0 y A tal que,
V>0, ||X(1) X(0))e™

< a

Estabilidad marginal

08/06/2012
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Control de robots en el espacio

articular

Estabilidad asintoética

Estabilidad Marginal

Estabilidad en el sentido de Lyapunov

* Funcion definida positiva

e Existen 2 métodos
® ler meétodo, para sistemas
lineales
* 2° método para sistemas
no lineales autbnomos
® Funcion definida positiva
localmente.

® Una funciéon continua ¥V B" — R

es una funci6on definida
positiva localmente, si:
¥ (0)=0
V(x) =0 [para todo x#0,

perocon||x|| pequeha

e TFuncion Radialmente

globalmente.
® Una funciéon continua? ‘R" — R
es una funcion definida
positiva globalmente, si:
¥ (0)=0
V(-’C) >0 para todo x#0,

desacotada

® Una funcion continua? :R" — R
es una funcion radialmente
desacotadasi  V(x)—oc

cuando |x] — ~

08/06/2012
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Funcion candidata de Lyapunov

® Una funcion 7 ‘B” — B es una funcion candidata de
Lyapunov par el equilibrio x=0£R" de la ecuacion

X = f(tx) si:
® V(r.x) esunafuncion definida positiva

AV (i, x . .
° ( ’ ) es una funcién continua con respecto at y X

ot
. oV (t,x)
Ox

es una funcioén continua con respecto at y x

Funcion candidata de Lyapunov

® Derivada con respecto a t de la funcion candidata de Lyapunov

: d v (t,x) OV(x) ax OV(Lx) V(rx)
Vt,‘:—Vt,': — t,'
(t-x) dt (1) ot N Ox dt ot N Ox 7 (6:x)
® Sino se tiene dependencia explicita del tiempo, queda
: v (t,x)"
(1) = 2 )

* El origen X = 0 R" esun estado de equilibrio estable de x = f(.x)
si existe una funcion candidata de Lyapunov V(r.x), tal que su
derivada temporal satisfaga:

® V(1,x)<0 Vt>0, en un rango pequefio de ”3‘

localmente.

, se dice que es estable

08/06/2012
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Funcion candidata de Lyapunov

° V (f, X) <0 VYt>0 yx=0 el punto de equilibrio tiene
estabilidad asintotica global

neutraimente

estable estable (local)

T

Teorema de LaSalle

® Sea la ecuacion diferencial autonoma: x=f (X)

® Cuyo origen X — 0cR"esun equilibrio. Supongase que
existe una funcion candidata de Lyapunov [ ( x) definida
positiva (globalmente) y Radialmente desacotada, tal que:

V(r, x) <0 VxeR"

® Definase el conjunto ) — {x eR": V(\) = 0}

e Si X(O) =0 es la tnica condicion inicial en §2 para la cual
t>0, entonces el origen y = (0 ¢ [R" es un equilibrio estable
en forma global.

08/06/2012
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Ejemplo
® Sea el sistema lineal de primer orden X = aX , la solucion a

este sistema es:  x (;) — X(O) e

El punto de equilibrio es X=0.

S; a > 0= Es estable
Si:
a < 0= LEsinestable

® La funcion candidata de Lyapunov es J” ( X ) — % o= >()

ademas
V(x)>0six=0
V (l) — o0 < x— +oo Radialmente desacotada
v (X ) =XX=Xx (—a) x=—ax’ <0 Definida negativa
%

Control PI para el péndulo

Archivo de Inicializacion
ParametrosPendulo.m

Control Pl Discreto

%Parametros del Péndulo y controlador PI
clear; close

m=3.88

2=9.81

1=0.1

B=0.175

.
.
.
.
.
.
° ]=0.093
.
.
.
.
.
.
.

fc=1.734
Ts=1e-3
%Controlador PI
qd=90%pi/180;
taoMax=5
kp=taoMax/qd
ki=1

\ C:\PCUTM2010\UTM_10\Cursos\2012 Marzo-Julio \Robotica\ Apuntes\ Presentaciones \matlab\simulink /

08/06/2012
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rad-grad

Q

Control Pl para el péndulo

»

g

Par

cantrol PI

) Par.

Integrator

205 0P 0 ABE DA S =
B =

Control PI para el péndulo

Archivo de Inicializacion
ParametrosPendulo.m

%Parametros del Péndulo y controlador

PID

clear; close
m=3.88
2=9.81

1=0.1

B=0.175
J=0.093
fc=1.734
Ts=1e-3
taoMax=5
%Controlador PID
kp=taoMax/qd
kd=0.3*kp
ki=4

Control PID Discreto

.*
£ £dd

Unit Delayl

Constant

+
z
AddZ it Delay

08/06/2012
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rad-grad Q

Control Pl para el péndulq

qd >

contral PID

Integrator]

AR AERE BA S

Control Pl para el R de 2gd|

Parametro
Longitud de eslabén 1
Tongitud de eslabén 2

Masa del eslabon 1
Masa del eslabén 2

Centro de masa del

eslabon 1

Centro de masa del

eslabon 2

Momento de Inercia |
Momento de Inercia 2

Coeficiente
viscosidad 1
Coceliciente
viscosidad 2
Coeficiente
Coulomb 1

Coeficiente
Coulomb 2
Aceleracion
gravedad

de

Torque de

articulacion 1

Torque  de

articulacion 2

de

de

Notacion

8]

Valor
045
045

23.902

3.880

0.091

0.048
1.266
0.093
2.288
0.175
717 si
8.049si .
@

1.734

9.81

150

15

g-0¥

o

m

Kg m’
Kgm’
Nm-seg

Nm-scg

Nm

Nm

m/s”

Nm

16



Control Pl para el R de 2gd|

® Para un robot de 2 grado el modelo es

Myi(q) M12(1’».-')] . [C'n(q,Q) Clz(qefi‘)] g+ [91(90

ﬂ-fgl(q) ﬂfQQ(q) -'YQI((L(-I) CQQ(q‘-Q)

M(q) C(q.4)

g2(q)
— e’

9(q)

|-~

o
oto
Control PI1
[z

08/06/2012
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Control Pl para el R de 2gd|

';II«M
lpt

Product!

7
AddT Unit Delay!

Congant1

Control Pl para el R
de 2gdl

®  %Parametros del Péndulo y controlador PI
®  clear; close
° Ts=le-3

*  %Controlador PI
o qd1=45%pi/180;
e qd2=90/pi/180;
® taoMax1=150

*  taoMax2=10

*  kpl=taoMax1/qdl
o kd1=0.4%kpl
o kil=12

*  kp2=taoMax2/qd2
e kd2=0.2%kp2
e ki2=12

08/06/2012
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Control PID para el R
de 2gd|
\ /
a B I
Controlador PD con compensacion de
gravedad
e Controlador * Punto de equilibrio
T=k,qgthvgtgle) . g=0
ODondep q20:> F—0 = g—
q— q4—=4,

9=9,—9: 4=9,—94
® Funcion candidata de

g (q) = mgl_ sin (q) Lyapunov

V(G.q) = Energia cinética + Energia potencial

. A
V(qaq)zk(qquEqTqu

® Variables de estado
- .T
a=1[q 4]

—q

[T — Bg—mgl_sin (q)}

ml? +1

08/06/2012

19



Controlador PD con compensacion de
gravedad

\

® Para el pendulo ¢ Entonces
1 Sl N (g = . : .
Fa.d) =514 V(q.9)=q(k,g—k.g—Bd)—k,qq
I I ——kq*—Bi* <0
SUKa=2k4 T
° V (q, q) S 0 es
o La funcién es semidefinida negativa
. 1., 1. * Aplicando el teorema de
4 (C], C]) - E 4+ 5 »4 LaSalle, se demuestra que
) es un punto de equilibrio
° i 5 asintoticamente estable en
I, =mi; +1 forma global.
/
Simulacion en Simnon del Controlador
PD con compensacion de gravedad
%

08/06/2012
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Simulacion en Simnon del Controlador
PD con compensacion de gravedad

Simulacion en Simulink del
Controlador PD

08/06/2012
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<
Simulacion en Simulink del
Controlador PD
J
<

Controlador Tanh

22



Controlador Tanh

® Controlador ® Punto de equilibrio
7=k, tanh(q)+k, tanh(cj)+g(q) qoi{ﬁ Gg=0
® Donde _q:Oiq:qd

c:y =q,—q; é — q‘d _ q ® Funcion candidata de
. Lyapunov
g (q) = mgl_sin (q)

V' (g,q) = Energia cinética + Energia potencial
® Variables de estado (4-4) gia cinetie gla potenc

- AT . . 1. -
a9 4 V(q,q):k(q,qHEqTqu
TR
dr|q e k,tanh(g)+k, tanh(q) —Bq}
\ %
2 S
Controlador Tanh
® Funcion candidata de Lyapunov definida positiva y radialmente
desacotada
V(g.q)= %Ilq'z +k, 111[(:0511(@)}, donde 1, =ml> +1
® [aderivada
V(4.4)=q [kp tanh (g)—k, tanh(§)— Bq] — kg tanh(q)
= —k,gtanh(¢)—Bg*> <0
® Usando el teorema de la Salle se demuestra la estabilidad
o )

08/06/2012
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Simulacion en Simnon del controlador

® La compensacion de la gravedad se obtiene mediante el
gradiente de la energia potencial. Asi, y son la energia
potencial del eslabon 1y 2 respectivamente. Por lo que la

compensacion se define por:

ou  Ou
2 2 — : : — ] k‘.
g, (% Q_) 8(]1 + 69‘1 mit.g Sll’l(ql)
ou  Ou,

g.(g.9,)= % +a—q' =m]l.gsin(q,)+2ml gsin(g, +q,)

~

Simulacion en Simulink del controlador

08/06/2012
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Otros controladores

Controlador

Funcién Candidata
. ~ . pa o~ . 1 ) ~
7=k, sin(g)+k, sm(q)Jrg(q) V(g.q)= 5 4tk [l—cos(q)]

. | R ~
+2(g) V(q.4)=>14" +k,In 1+(Q)zl

1 1 ~\2m

V(cj,cj):E lqurEmkp (¢)
.. 1 ., 1, .
T:kpsgn(q"')—kvsgn(cj)zm_l+g(q) V(q’q):E 14 +Ekp ’C]‘

ka . kd

L

14(g)” "1 (g)

kp (cj)mel B k" (q.)mel +g(q)

=

T

T=k, {1 —aeM }sgn (cj) — {1 — .36_3‘{‘7'}5%“(‘1") +g (q)

e

. | I
V(q,q):g g +k,
\

Controlador PD con compensador de
gravedad 2gd|

08/06/2012
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Controlador PD con compensador de
gravedad 2gd|
/
<
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Control de par calculado

08/06/2012
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