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Resumen

En este trabajo, se desarrolla un modelo
matematico de ingenieria, generalizado
para un mecanismo de cuatro barras, este
mecanismo es el elemento fundamental
de movimiento de un soporte para telar
mecanico de chorro de agua. Para este pro-
posito, se utiliza el algebra de quaterniones
como una alternativa de modelacién ya que,
presenta soluciones directas que permite
realizar un analisis cinematico completo de
cada uno de los elementos del sistema en
su configuracion no deformada, donde se
enfrentay supera la dificultad de desarrollar
un modelo de ingenieria en un problema
real. Para esta modelacion, se determinan
las ecuaciones de posicion, velocidad y
aceleracion de manera simbdlica, es decir,
en funcién de los quaterniones p, g, y € R*
, respectivamente. El célculo computacional,
asi como la simulacién del movimiento del
mecanismo se logra con la ayuda del soft-
ware Mathematica®.

Abstract

This study develops a mathematical
model of engineering, which is generalised
for a 4-bar mechanism; this mechanism is
the fundamental element in the support-
movement of a water-spurt mechanical
loom. To do so, the quaternion algebra is
used as a modeling alternative, as this of-
fers direct solutions that enable us to make
a complete kinematic analysis of each one
of the elements of the system in their non-
deformed configuration. It thereby faces
and overcomes the difficulty of developing
a model of engineering in a real problem.
For this modeling, the equations of position,
velocity and acceleration are determined in
a symbolic way, that is, in function of the
p, q, and k € R* quaternions, respectively.
The computerized calculation, as well as
the simulation of the movement of the
mechanism, are obtained with the aid of
Mathematica® software.

1. Introduccién

Abstrait

Dans ce travail, on a développé un
modéle mathématique d'ingénierie, géné-
ralisé par un mécanisme de quatre barres.
Ce mécanisme est I'élément fondamental du
mouvement d'un support pour un métier a
tisser mécanique a jet d'eau. Pour cela, on
utilise I'algébre de quaternions comme une
alternative de modélisation, puisqu'il pré-
sente des solutions directes permettant de
réaliser une analyse cinématique compléte
de chacun des éléments du systéme, dans
sa configuration non déformée, ol on ren-
contre et résout la difficulté de développer
un modele d'ingénierie dans un probléme
réel. Pour cette modélisation, on détermine
les équations de position, rapidité et accélé-
ration de maniére symbolique, c'est-a-dire,
en fonction des quaternions respectifs, p,
g,y k € R Le calcul informatique, ainsi
que la simulation du mouvement du mé-
canisme, s'obtiennent a l'aide du software
Mathématique®.

Palabras clave: Modelo en ingenieria, quaterniones, modelacién cinematica.

Generalmente, el éxito del diseio depende mucho de la validez y lo apropiado de
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los modelos matematicos de ingenieria para predecir y analizar el comportamiento de
un sistema antes de elaborar el modelo fisico o prototipo. El desarrollo de un modelo
de ingenieria util para un disefio, es probablemente la etapa mas dificil y desafiante
de todo el proceso. Su éxito, depende principalmente de la experiencia y sobre todo
del conocimiento del problema. Es de maxima importancia una comprension com-
pleta de los principios y los fundamentos de la ingenieria. El estudiante de ingenieria,
esta acostumbrado a problemas totalmente estructurados de la forma «dados A, B
y C, encuentre el valor de D»; Los problemas de ingenieria de la vida real, no son de
este tipo; son poco estructurados y se debe estructurar y resolver, este es uno de los
desafios que debe enfrentar el ingeniero o estudiante de ingenieria, [1]

El modelo de ingenieria que se describe, es muy general, pero se aterriza en
la solucién de un problema en particular. Se trata de un modelo matematico que
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describe el comportamiento cinematico de un mecanismo
de cuatro barras, este mecanismo es parte fundamental de
un telar mecanico de chorro de agua, fig. 1. Este modelo
de ingenieria, requiere el uso de una computadora y herra-
mienta computacional, para hacerlo funcionar a través de la
simulacién, posteriormente construir el prototipo, necesario
para comprobar la validez del modelo de ingenieria por
medio de la experimentacion.

onticio de chorro de agua
hilos de /\.%3

Tiegadi ~sas hilo "disparado” tejido

acoplamiento 4 barras

Fig. 1 Telar mecénico de chorro de agua

A continuacidn, se presenta una metodologia que
pretende enfrentar y superar la dificultad de desarrollar
un modelo de ingenieria en un problema real, para un me-
canismo de cuatro barras, fig. 2. Para el desarrollo de este
modelo, se aplica el dlgebra de quaterniones con la finalidad
de mostrar la sencillez con que se desarrolla el modelo de
ingenieria para este mecanismo, sin disminuir la rigurosidad
y la seriedad.

Este trabajo tiene la siguiente estructura, en la primera
parte se estudian los fundamentos necesario para desarrollar
un modelo de ingenieria de un mecanismo de cuatro barras,
en la segunda parte, se desarrolla el modelo de ingenieria
para el mecanismo, a través del analisis cinematico, es decir,
la posicion, la velocidad y la aceleracién y por ultimo, se
presentan los sistemas de ecuaciones generales, su solucién
y simulacion.

Acoplador
@, 212.7 mm l

-y
r= 953 mm

Fuerza de Fuerza de
. inercia inercia
Tierra Balancin
244.5 mm N 186 mm
O

Fig. 2. Mecanismo de cuatro barras
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2. Desarrollo

2.1 Fundamentos

La cinematica, estudia el comportamiento de los cuer-
pos rigidos. Un cuerpo rigido, se define como un sistema de
particulas en donde la distancia entre ellas permanece sin
cambio. Si una particula sobre un cuerpo, se localiza a través
de un vector de posicién que esta fijo en el cuerpo, el vector
nunca cambia su posicion relativa a él, incluso cuando el
cuerpo esté en movimiento.

En realidad, todos los materiales sélidos cambian de
forma en ciertas magnitudes cuando algunas fuerzas se
aplican a ellos. No obstante, si el movimiento asociado con
los cambios de forma es pequefio comparado con el movi-
miento total del cuerpo, entonces el concepto de rigidez es

aceptable.

Un mecanismo, es un conjunto de elementos rigidos
que estéan arreglados de tal manera que pueden producir un
movimiento especifico. Por lo tanto, la cinematica estudia el
movimiento, completamente aparte de las fuerzas que pro-
ducen dicho movimiento. Mas particularmente, la cinematica
estudia la posicion, velocidad y aceleracién de un sistema de
cuerpos que forman a un mecanismo.

La sintesis cinematica, es el proceso de encontrar la
geometria de un mecanismo que producird un movimiento
deseado. Por lo tanto, el analisis cinematico es el proceso de
predecir la posicion, velocidad y aceleracién una vez que el
mecanismo esté especificado.

Los cuerpos individuales que en conjunto forman un
mecanismo son llamados eslabones. La conexién de dos es-
labones constituye un par cinematico o junta cinematica. Un
conjunto de eslabones interconectados, es llamado cadena
cinematica. Un mecanismo, se forma cuando por lo menos
uno de sus eslabones de la cadena cinemética es conside-
rado fijo y los otros eslabones moviles. Los eslabones fijos
son llamados bases.

Si todos los eslabones de un mecanismo, se mueven en
el plano o en planos paralelos, el mecanismo es llamado me-
canismo plano. Si algunos eslabones sufren un movimiento
en tres dimensiones el mecanismo se Illama mecanismo
espacial.

Un mecanismo que esta formado por un conjunto de
eslabones o cuerpos cinematicamente conectados a otros
pero, para el cual no es posible que se mueva a eslabones

sucesivos a través de juntas cinematicas y regresan al es-



labén de inicio es llamado ciclo abierto o mecanismo de
cadena abierta. Un mecanismo de cadena abierta, puede
tener eslabones con una sola unién como se muestra en la
figura 3a.

K_\{

Lazo 1

\a) (b)

Fig. 3. Sistemas mecénicos de lazo abierto, (a) y lazo cerrado (b).

K\{

Lazo 1

(o

azZo

Fig. 4. Sistemas mecénicos de lazo cerrado, multilazo.

Un mecanismo de lazo cerrado, se forma por una cade-
na cerrada, en donde cada eslabdn esta conectado por lo
menos a otras dos juntas del mecanismo y es posible que
ejecute un ciclo cerrado, como el mecanismo de cuatro
barras que se muestra en la figura 3b. Si el numero de lazos
en un mecanismo cerrado es uno, el mecanismo es llamado
mecanismo de lazo simple, figura 3b. Si el mecanismo con-
tiene mas de un lazo, es llamado mecanismo de multilazo,
figura 4.

2.2.Vector coordenado

Un conjunto de parametros que en forma univoca define
la posicién (configuracion) de todos los cuerpos que forman
a un mecanismo, es llamado conjunto de coordenadas. Para
todo sistema en movimiento, estos parametros varian con el
tiempo. El vector coordenado, esté designado por un vector

columna de laformar={r,r,

.., I }T donde n representa el
numero de coordenadas que describe el sistema.

Para especificar la configuracién de un sistema plano,
se asocia un sistema de coordenadas fijo al cuerpo e(t),,
como se muestra en la figura 5a. El cuerpo W, se localiza
especificando las coordenadas de traslacién global, r, = {x,
y}, del origen O, del sistema de coordenadas fijo al cuerpo
y el angulo de rotacién g, de este sistema relativo a los ejes

globales. El vector, r, = {x, y, 0}, es el vector coordenado del

analisis cinematico de un mecanismo...

cuerpo © en el plano.

Fig. 5. Sistemas de referencia de un cuerpo rigido en R2 (a) y R 3 (b), respec-
Para sistemas espacialgsse.fequieren seis coordenadas

para describir la configuracion de cada cuerpo, es decir, para
el cuerpo W, que se muestra en la figura 5b, se requieren tres
coordenadas de posicién y tres coordenadas de orientacion.
Las coordenadas de posicion, se representan por r={x, y, z},
localizan el origen del sistema de referencia fijo al cuerpo e(t)
! relativo a los ejes globales e. Las coordenadas de orienta-
cion, se representan por 91, 62 y 93, especifican la orientacion
angular del cuerpo. Por lo tanto, el vectorr, ={x,y,2,0,,0,, 0,
1, es el vector de coordenadas para el cuerpo en el espacio
tridimensional.

2.3. Espacio vectorial de quaterniones

Los quaterniones fueron presentados en 1843, por el
matematico irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865).
El resultado del estudio de los quaterniones, lo escribiod
en sus libros "Elements of Quaternions" [2], y "Lectures on
Quaternions" [3]. El tratamiento de esta algebra en las refe-
rencias citadas, es puramente geométrico, sin embargo, en
esta aplicacion, se utiliza la sistematizacion del algebra de
quaterniones como una estructura algebraica en R* [4, 5.

Sea el conjunto R* sobre el cual, se define las operacio-

nes siguientes:

i). Una operacion aditiva, ®@:R* x R* — R* definida
como,
(@, b, c, d)® (0,B,7,0) = (a+a, b+, c+y, d+3)

ii). Una operaciéon multiplicativa, *:3R* x R* >R* definida
por,
(a,b,c,d) * (a,B,7,0) = (@aa - bP - cy - dJ, aP + ba +
cd-dy,ay-bd+ca+dp,ad+by-cf+da),
¥ (a,b,c,d), (a,B,y,0) € R

por medio de las cuales las parejas (R*, @) y (R, *), forman
un grupo aditivo conmutativo y un grupo multiplicativo no
conmutativo, respectivamente.
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2.4 Modelado cinematico

En general, existen diversos métodos y técnicas para
desarrollar modelos cinematicos para un mecanismo de
cuatro barras, entre ellos tenemos: representaciéon por
funciones trigonométricas, algebra vectorial, nUmeros
complejos y matrices de rotacion, ellos ofrecen ventajas en
ciertas condiciones y desventajas en otras, como el nimero
de ecuaciones e incégnitas involucradas, ambigiiedades en
las rotaciones y singularidades matematicas.

En este trabajo, se utiliza el dlgebra de quaterniones
para desarrollar un modelo matematico sencillo, pero
riguroso. Unas de las principales ventajas, con respecto a
las mencionadas que ofrece el dlgebra, es que esta libre de
singularidades matematicas, se puede reducir el nimero de
operaciones algebraicas y completar rapidamente el sistema
de ecuaciones [6, [7, 8].

En el analisis cinemdtico, uno de los principales proble-
mas, es determinar el niUmero de coordenadas y el nUmero
de ecuaciones de restriccion. En este andlisis, el vector coor-
denado esta definido por r, = {x, y, p}, y las ecuaciones de res-
triccién lo determinaran los lazos formados en el mecanismo
y las normas de los parametros de rotacion de p.

A continuacién, se establecen las definiciones de la
posicién, velocidad y aceleracién, empleando el dlgebra de
quaterniones, [9].

2.4.1 Teoremas cinematicos

Teorema 1: La ecuacion de posicién en el plano me-
diante un movimiento de rotacion, queda establecida por
la expresion [9]:

WP*Q*E (a)

donde:p={p,, 0,0, p,}, u=1{0,x,y, O}

y=pp uw=

Teorema 2: La ecuacion de velocidad en el plano me-
diante un movimiento de rotacion, queda establecida por
la expresion [9]:

donde:

Teorema 3: La ecuacion de aceleracion en el plano me-
diante un movimiento de rotacién, queda establecida por

la expresion [9]: v — 2w Xy
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- . .. — (0
o=T/pxp |,p ={po 0,0, p3} ngpo, 0, 0,- p3}.

donde:
2.4.2 Modelacién no deformada.

A partir de las definiciones anteriores, se desarrollan
las ecuaciones cinematicas para un mecanismo de cuatro

barras. Se anali%a:lmodflpdmd(@)d@@rmada, es decir, no
se requieren datos de una configuracion inicial para su mo-
delado, @p&loztv?r}‘s'ore:,[Vgnﬁerecg;eibg’e@c@ngssﬁl_gebraicas
involucradas es menor y existe una relacion mas directa
entre los valores de los parametros de rotacién con respecto
a la referencia global.

2.4.2.1 Ecuaciones de posicién

La longitud de los eslabones 2, 3,y 4, es conocida y estan
representadas por r,, r, y r,. En la figura 6, se muestran los
parametros de entrada 0,, ,, a., del eslabén 2y se desea
encontrar los pardmetros 0,, »,, o, y 0, ®,, a,, de los esla-
bones 3y 4, respectivamente. Los vectores de posicion para
cada uno de los eslabones estan dados porR,, R, R, y R, los
cuales forman un lazo cerrado, por lo tanto la suma de los
vectores en el lazo debe de ser igual a cero.

Los angulos 0, 0.,y 0,, estan relacionados con los quater-
niones de rotacion p, g, k, respectivamente y estos mediante
la funcién de rotacién con los sistemas de referencia relativos
no deformados, e/, &'y ¢" también llamados bases locales,
figura 6. Las bases determinan la orientacién de los eslabo-
nes2,3y4yalavez alos vectores de posicion R, R, y R,.

La ecuacién de lazo para el mecanismo, se expresa por

(1). Los vectores, se obtienen al multiplicar los escalares r,, r,

Fig. 6 Parametros del mecanismo

Fig. 7 Sistemas de referencia relativos



y r, por las bases locales dados por (2) y se completa con las
normas de los quaterniones [9], (3). Las bases locales, gj', gj"
y gj'“ ,j=1,2,3, se obtienen rotando la base global alrededor
del eje e, ={0,0,0,1}:

R,+R,-R,-R=0 (1)
e +re'-re-re'=0 @)
lpl=(p.P)=1

lall=(a.4)=1

Kl = (k. k) =1 Q

A partir del Teorema 1:

g =Tlpp el
g'=Tlplae)l

g"=Tlpke)l 4
p={p,0,0,p}

q=1{q, 0,0,q},

k={k, 0,0, k;}

La ecuacién (2), produce componentes en x y y. Con la
ecuacion (3), se forma un sistema cuadrado de ecuaciones
algebraicas no lineales para la posicién. El modelo de inge-
nieria para la posicion, se presenta en la tabla 1.

Chitos Ecusciomes
Dt pro, oy, obicner | 2 ecusclones de (2] | g iy S &
o 43 K Ry 3 enusones e (3]

iotal: 4 1otal:

TABLA 1. SISTEMAS DE ECUACIONES PARA LA POSICION

2.4.2.2 Ecuaciones de velocida

El mecanismo presentado en la figura 3a, muestra una
velocidad angular de entrada o, para el eslabén 2 del meca-
nismo. La ecuacién de velocidad del mecanismo, se obtiene
derivando la ecuacién de posicién (1) y las normas de los
quaterniones (3). La derivada de cada vector en (5), represen-
ta la velocidad Iine9| del extremo final de cada eslabon.

R+ R;-R,=0 (5)

Donde R ;= 0, es un vector coordenado constante. A
partir del Teorema 2.

=0

0, xR +o, xR -0, xR, =0 (6)

2@2><7R2+2@3><7R372@4><7R4

analisis cinematico de un mecanismo...

P =(p,p)=0 %)
lg= (i, g)=0
|k]"= (i, ky=0

donde,
@ =T[p*p ], p ={p0 0,0, p3}
P ={po. 0. 0,- p3},
o;=T[d*q], 4§ =1{40 0,0, 43},

q4={q0. 0, 0,- q3},
s =T[k*k], k ={ko 0,0, k3},
k={ky, 0, 0,- ks,

Talque, 0, 0, ©, y R, R, R,. representan las velocidades
angulares y los vectores de posiciéon con respecto al tiempo
de los eslabones 2, 3 y 4 respectivamente. Considerando
que o, representa la magnitud de la velocidad angular del
eslabon 2. La asignacién paramétrica del quaternion = , se
obtiene como:

De la solucién del sistema de ecuaciones de posicion,
tabla 1, se obtienen los valores de las incognitas q,, q,, k,,
k,, estos valores, se utilizan como datos para determinar las
velocidades. A partir de las ecuaciones (6) y (7), se tiene un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales para la veloci-

dad, tabla 2.

Crtos Ecuixioos Iedignitas
DI I L e i s * 8

Diado Fofs E:ﬁix.ﬂsg‘ﬂ Fa G n ks ke

brEner

§od Kok, ol 4 ol 4

TABLA 2. SISTEMAS DE ECUACIONES PARA LA VELOCIDAD

2.4.2.3 Ecuaciones de Aceleracién

Una vez obtenida la velocidad lineal, la siguiente etapa
es generar el sistema de ecuaciones que permita calcular
las aceleraciones de todos los eslabones del mecanismo.
La velocidad, es un vector cuantitativo y asi también, lo es
la aceleracion. En la figura 5a, se muestra una aceleracion
angular de entrada a, que es aplicada al eslabén 2 del
mecanismo. La ecuacion de aceleracion del mecanismo, se
obtiene derivando la ecuacién de velocidad (5) y las normas
de los quaterniones (7).
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2+ R3-R,4=0(10)

A partir del Teorema 3.

o X Ry + 40> x(@2 x Ry) +2013 X R; + 403 x(w3 x R3) -
oy X Ry - 40y x (04 x Ry) =0

0 x BRI 200 (@2 X Ro) + a3 x Rs + 2003 % (03 X R3) -
u X Ry - 204 x(04 x Ry) = 0 n

" = (5,py+(PP) =0
17=(q,q)+(4,9y=0

U =(iQ, k) +(k, k) =0 (12) "™
donde

v=TJ[p*p], P={pn0 073,
s =T/i*q], 9={in 0 04,
w=TfF *k ], k= { Ko 0, 0.Fs},
(13)

Considerando que a., representa la magnitud de la acele-
racion angular del eslabon 2. La asignacion paramétrica del
4 .
quaternion =, se obtiene como:

P =02*p (14)

Del andlisis de la posicion y la velocidad, tabla 1y 2, se

; 2 D3, 0> 43> ko ks, Bo, B3, o 43, Koy k
tienen como datos Pos P3> 40> 43, Ko, K3, Po, P3, 90, 93, koY k3

, por lo
tanto a partir de las ecuaciones (11) y (12), se tiene un siste-
ma de ecuaciones diferenciales lineales para la aceleracién

[10,11], tabla 3.

Cheins Ecuaciomes Innignitas
== e ny|= = = =

NN K R

HEnEr T

qhq*kn‘:’ el toal: 4

TABLA 3. SISTEMAS DE ECUACIONES PARA LA ACELERACION.

2.5 Solucién y simulacién de la cinematica del
mecanismo de cuatro barras

El modelo cinemdtico, para el mecanismo de cuatro
barras mostrado en la figura 2, son las ecuaciones (2), (3),
(6), (7), (11) y (12). Se generan las ecuaciones de manera

simbodlica, se resuelven y se simulan utilizando el software
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Mathematica® [12].

Se consideran los siguientes datos del mecanismo [1]:

R,={16.26,-18.25,0} cm, r,=5.01 cm,

r,=21.27cm,r,=18.66 cm

0, varia de 0° a 360°,

®,=52.35rad /s, o =0 rad/s>.

p=1{p, 0,0, p,} p,= Cos (0,/2), p,= Sen(6,/2).

Con los datos anteriores, se obtiene las siguientes grafi-
cas representativas de la cinematica del mecanismo, fig. 2,
es decir, posicién velocidad y aceleracion, respectivamente;
cuando la barra 2, gira una revolucion (0 a 3249, en interva-

los de muestreo de 36°.
Fig. 7. Secuencia de movimientos del mecanismo de cuatro barras de 0 a

324°, en intervalos de muestreo de 36°.
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TABLA 6. VELOCIDAD Y ACELERACION ANGULAR DE LOS
ESLABONES 3Y 4.
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0, = ArcSen(q,) —
A = ArcSen(k ) ——

eslabones.

En la modelacién no deformada, se obtiene
un sistema cuadrado de ecuaciones que, se puede
considerar minimo utilizando quaterniones. Este
sistema tiene una relacién directa con los parame-
tros angulares (q’s), como lo muestran las graficas
de los valores obtenidos. Ya que el mecanismo del
telar involucra posicién, velocidad y aceleracién,
su solucion en forma conjunta resulta rapida, ésto
se logra por el nimero de operaciones que consi-

dera cada sistema. Su principal ventaja radica en
la simplicidad para expresar los movimientos de rotacion, ya
que no existe la composicién de rotaciones que redunda en
una claridad de las ecuaciones de movimiento.

Se enfrentd y superd las dificultades de desarrollar un
modelo en un problema real, las gréficas finales, es una
prueba de ello, se observan soluciones directas que per-
miten comprobar que se desarrollé un analisis cinematico
completo de cada uno de los elementos que componen el
mecanismo del telar, en su configuraciéon no deformada.
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es
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