
TEMAS  | mayo - agosto 2005 11

Análisis cinemático de un mecanismo de cuatro barras para un telar 
mecánico

Ensayos

Resumen Abstract Abstrait
En este trabajo, se desarrolla un modelo 

matemático de ingeniería, generalizado 
para un mecanismo de cuatro barras, este 
mecanismo es el elemento fundamental 
de movimiento de un soporte para telar 
mecánico de chorro de agua. Para este pro-
pósito, se utiliza el álgebra de quaterniones 
como una alternativa de modelación ya que, 
presenta soluciones directas que permite 
realizar un análisis cinemático completo de 
cada uno de los elementos del sistema en 
su configuración no deformada, donde se 
enfrenta y supera la dificultad de desarrollar 
un modelo de ingeniería en un problema 
real. Para esta modelación, se determinan 
las ecuaciones de posición, velocidad y 
aceleración de manera simbólica, es decir, 
en función de los quaterniones p, q,  y ∈ ℜ4 
, respectivamente. El cálculo computacional, 
así como la simulación del movimiento del 
mecanismo se logra con la ayuda del soft-
ware Mathematica.
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1. Introducción

Generalmente, el éxito del diseño depende mucho de la validez y lo apropiado de 

los modelos matemáticos de ingeniería para predecir y analizar el comportamiento de 

un sistema antes de elaborar el modelo físico o prototipo. El desarrollo de un modelo 

de ingeniería útil para un diseño, es probablemente la etapa más difícil y desafiante 

de todo el proceso. Su éxito, depende principalmente de la experiencia y sobre todo 

del conocimiento del problema. Es de máxima importancia una comprensión com-

pleta de los principios y los fundamentos de la ingeniería. El estudiante de ingeniería, 

está acostumbrado a problemas totalmente estructurados de la forma «dados A, B 

y C, encuentre el valor de D»; Los problemas de ingeniería de la vida real, no son de 

este tipo; son poco estructurados y se debe estructurar y resolver, este es uno de los 

desafíos que debe enfrentar el ingeniero o estudiante de ingeniería, [1]

El modelo de ingeniería que se describe, es muy general, pero se aterriza en 

la solución de un problema en particular. Se trata de un modelo matemático que 
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This study develops a mathematical 
model of engineering, which is generalised 
for a 4-bar mechanism; this mechanism is 
the fundamental element in the support-
movement of a water-spurt mechanical 
loom. To do so, the quaternion algebra is 
used as a modeling alternative, as this of-
fers direct solutions that enable us to make 
a complete kinematic analysis of each one 
of the elements of the system in their non-
deformed configuration. It thereby faces 
and overcomes the difficulty of developing 
a model of engineering in a real problem. 
For this modeling, the equations of position, 
velocity and acceleration are determined in 
a symbolic way, that is, in function of the 
p, q, and k ∈ ℜ4 quaternions, respectively. 
The computerized calculation, as well as 
the simulation of the movement of the 
mechanism, are obtained with the aid of 
Mathematica software.

Dans ce travail, on a développé un 
modèle mathématique d’ingénierie, géné-
ralisé par un mécanisme de quatre barres. 
Ce mécanisme est l’élément fondamental du 
mouvement d’un support pour un métier à 
tisser mécanique à jet d’eau. Pour cela, on 
utilise l’algèbre de quaternions comme une 
alternative de modélisation, puisqu’il pré-
sente des solutions directes permettant de 
réaliser une analyse cinématique complète 
de chacun des éléments du système, dans 
sa configuration non déformée, où on ren-
contre et résout la difficulté de développer 
un modèle d’ingénierie dans un problème 
réel. Pour cette modélisation, on détermine 
les équations de position, rapidité et accélé-
ration de manière symbolique, c’est-à-dire, 
en fonction des quaternions respectifs, p, 
q, y k ∈ ℜ4. Le calcul informatique, ainsi 
que la simulation du mouvement du mé-
canisme,  s’obtiennent à l’aide du software 
Mathématique.
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describe el comportamiento cinemático de un mecanismo 

de cuatro barras, este mecanismo es parte fundamental de 

un telar mecánico de chorro de agua, fig. 1. Este modelo 

de ingeniería, requiere el uso de una computadora y herra-

mienta computacional, para hacerlo funcionar a través de la 

simulación, posteriormente construir el prototipo, necesario 

para comprobar la validez del modelo de ingeniería por 

medio de la experimentación.

Fig. 1 Telar mecánico de chorro de agua

A continuación, se presenta una metodología que 

pretende enfrentar y superar la dificultad de desarrollar 

un modelo de ingeniería en un problema real, para un me-

canismo de cuatro barras, fig. 2. Para el desarrollo de este 

modelo, se aplica el álgebra de quaterniones con la finalidad 

de mostrar la sencillez con que se desarrolla el modelo de 

ingeniería para este mecanismo, sin disminuir la rigurosidad 

y la seriedad.

Este trabajo tiene la siguiente estructura, en la primera 

parte se estudian los fundamentos necesario para desarrollar 

un modelo de ingeniería de un mecanismo de cuatro barras, 

en la segunda parte, se desarrolla el modelo de ingeniería 

para el mecanismo, a través del análisis cinemático, es decir, 

la posición, la velocidad y la aceleración y por último, se 

presentan los sistemas de ecuaciones generales, su solución 

y simulación. 

Fig. 2. Mecanismo de cuatro barras

2. Desarrollo

2.1 Fundamentos
La cinemática, estudia el comportamiento de los cuer-

pos rígidos. Un cuerpo rígido, se define como un sistema de 

partículas en donde la distancia entre ellas permanece sin 

cambio. Si una partícula sobre un cuerpo, se localiza a través 

de un vector de posición que está fijo en el cuerpo, el vector 

nunca cambia su posición relativa a él, incluso cuando el 

cuerpo esté en movimiento.

En realidad, todos los materiales sólidos cambian de 

forma en ciertas magnitudes cuando algunas fuerzas se 

aplican a ellos. No obstante, si el movimiento asociado con 

los cambios de forma es pequeño comparado con el movi-

miento total del cuerpo, entonces el concepto de rigidez es 

aceptable.

Un mecanismo, es un conjunto de elementos rígidos 

que están arreglados de tal manera que pueden producir un 

movimiento específico. Por lo tanto, la cinemática estudia el 

movimiento, completamente aparte de las fuerzas que pro-

ducen dicho movimiento. Más particularmente, la cinemática 

estudia la posición, velocidad y aceleración de un sistema de 

cuerpos que forman a un mecanismo.

La síntesis cinemática, es el proceso de encontrar la 

geometría de un mecanismo que producirá un movimiento 

deseado. Por lo tanto, el análisis cinemático es el proceso de 

predecir la posición, velocidad y aceleración una vez que el 

mecanismo esté especificado.

Los cuerpos individuales que en conjunto forman un 

mecanismo son llamados eslabones. La conexión de dos es-

labones constituye un par cinemático o junta cinemática. Un 

conjunto de eslabones interconectados, es llamado cadena 

cinemática. Un mecanismo, se forma cuando por lo menos 

uno de sus eslabones de la cadena cinemática es conside-

rado fijo y los otros eslabones móviles. Los eslabones fijos 

son llamados bases.

Si todos los eslabones de un mecanismo, se mueven en 

el plano o en planos paralelos, el mecanismo es llamado me-

canismo plano. Si algunos eslabones sufren un movimiento 

en tres dimensiones el mecanismo se llama mecanismo 

espacial.

Un mecanismo que está formado por un conjunto de 

eslabones o cuerpos cinemáticamente conectados a otros 

pero, para el cual no es posible que se mueva a eslabones 

sucesivos a través de juntas cinemáticas y regresan al es-
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labón de inicio es llamado ciclo abierto o mecanismo de 

cadena abierta. Un mecanismo de cadena abierta, puede 

tener eslabones con una sola unión como se muestra en la 

figura 3a.

	 			 

Un mecanismo de lazo cerrado, se forma por una cade-

na cerrada, en donde cada eslabón está conectado por lo 

menos a otras dos juntas del mecanismo y es posible que 

ejecute un ciclo cerrado, como el mecanismo de cuatro 

barras que se muestra en la figura 3b. Si el número de lazos 

en un mecanismo cerrado es uno, el mecanismo es llamado 

mecanismo de lazo simple, figura 3b. Si el mecanismo con-

tiene más de un lazo, es llamado mecanismo de multilazo, 

figura 4.

2.2. Vector coordenado
Un conjunto de parámetros que en forma unívoca define 

la posición (configuración) de todos los cuerpos que forman 

a un mecanismo, es llamado conjunto de coordenadas. Para 

todo sistema en movimiento, estos parámetros varían con el 

tiempo. El vector coordenado, está designado por un vector 

columna de la forma r = {r1, r2, ..., rn}T donde n representa el 

número de coordenadas que describe el sistema.

Para especificar la configuración de un sistema plano, 

se asocia un sistema de coordenadas fijo al cuerpo e(t)i
I, 

como se muestra en la figura 5a. El cuerpo Wi, se localiza 

especificando las coordenadas de traslación global, ri = {x, 

y}i del origen Οi del sistema de coordenadas fijo al cuerpo 

y el ángulo de rotación qi de este sistema relativo a los ejes 

globales. El vector, ri = {x, y, θ}i, es el vector coordenado del 

cuerpo Ωi en el plano.

Para sistemas espaciales, se requieren seis coordenadas 

para describir la configuración de cada cuerpo, es decir, para 

el cuerpo Wi que se muestra en la figura 5b, se requieren tres 

coordenadas de posición y tres coordenadas de orientación. 

Las coordenadas de posición, se representan por ri= {x, y, z}i, 

localizan el origen del sistema de referencia fijo al cuerpo e(t)

i
I relativo a los ejes globales ei. Las coordenadas de orienta-

ción, se representan por θ1, θ2 y θ3, especifican la orientación 

angular del cuerpo. Por lo tanto, el vector ri = {x, y, z, θ1, θ2, θ3 

}i, es el vector de coordenadas para el cuerpo en el espacio 

tridimensional.

2.3. Espacio vectorial de quaterniones
Los quaterniones fueron presentados en 1843, por el 

matemático irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865). 

El resultado del estudio de los quaterniones, lo escribió 

en sus libros "Elements of Quaternions" [2], y "Lectures on 

Quaternions" [3]. El tratamiento de esta álgebra en las refe-

rencias citadas, es puramente geométrico, sin embargo, en 

esta aplicación, se utiliza la sistematización del álgebra de 

quaterniones como una estructura algebraica en ℜ4, [4, 5].

Sea el conjunto ℜ4, sobre el cual, se define las operacio-

nes siguientes:

i). Una operación aditiva, ⊕:ℜ4 × ℜ4 → ℜ4 definida 

como, 
(a, b, c, d) ⊕ (α,β,γ,δ) = (a+α, b+β , c+γ , d+δ)

ii). Una operación multiplicativa, ∗:ℜ4 × ℜ4 →ℜ4 definida 

por,

 (a,b,c,d) * (α,β,γ,δ) = (aα - bβ - cγ - dδ, aβ + bα + 
cδ - dγ, aγ - bδ + cα + dβ, aδ + bγ - cβ + dα ), 		
		  ∀ (a,b,c,d), (α,β,γ,δ) ∈ ℜ4.

por medio de las cuales las parejas (ℜ4, ⊕) y (ℜ4, *), forman 

un grupo aditivo conmutativo y un grupo multiplicativo no 

conmutativo, respectivamente.

(a) (b)

Fig. 3. Sistemas mecánicos de lazo abierto, (a) y lazo cerrado (b).

Fig. 4. Sistemas mecánicos de lazo cerrado, multilazo.

Fig. 5. Sistemas de referencia de un cuerpo rígido en ℜ 2 (a) y ℜ 3 (b), respec-

tivamente.
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2.4 Modelado cinemático
En general, existen diversos métodos y técnicas para 

desarrollar modelos cinemáticos para un mecanismo de 

cuatro barras, entre ellos tenemos: representación por 

funciones trigonométricas, álgebra vectorial, números 

complejos y matrices de rotación, ellos ofrecen ventajas en 

ciertas condiciones y desventajas en otras, como el número 

de ecuaciones e incógnitas involucradas, ambigüedades en 

las rotaciones y singularidades matemáticas.

En este trabajo, se utiliza el álgebra de quaterniones 

para desarrollar un modelo matemático sencillo, pero 

riguroso. Unas de las principales ventajas, con respecto a 

las mencionadas que ofrece el álgebra, es que está libre de 

singularidades matemáticas, se puede reducir el número de 

operaciones algebraicas y completar rápidamente el sistema 

de ecuaciones [6, [7, 8].

En el análisis cinemático, uno de los principales proble-

mas, es determinar el número de coordenadas y el número 

de ecuaciones de restricción. En este análisis, el vector coor-

denado está definido por ri = {x, y, p}i y las ecuaciones de res-

tricción lo determinarán los lazos formados en el mecanismo 

y las normas de los parámetros de rotación de p.

A continuación, se establecen las definiciones de la 

posición, velocidad y aceleración, empleando el álgebra de 

quaterniones, [9].

2.4.1 Teoremas cinemáticos

Teorema 1: La ecuación de posición en el plano me-

diante un movimiento de rotación, queda establecida por 

la expresión [9]:

		

		         (a)

donde: p = {p0, 0, 0, p3}, u = {0, x, y, 0}.

Teorema 2: La ecuación de velocidad en el plano me-

diante un movimiento de rotación, queda establecida por 

la expresión [9]:

					   

	 (b)

donde:

Teorema 3: La ecuación de aceleración en el plano me-

diante un movimiento de rotación, queda establecida por 

la expresión [9]:

		  (c)

donde: 

2.4.2  Modelación no deformada.

A partir de las definiciones anteriores, se desarrollan 

las ecuaciones cinemáticas para un mecanismo de cuatro 

barras. Se analiza la modelación no deformada, es decir, no 

se requieren datos de una configuración inicial para su mo-

delado, por lo tanto, el número de operaciones algebraicas 

involucradas es menor y existe una relación más directa 

entre los valores de los parámetros de rotación con respecto 

a la referencia global.

2.4.2.1  Ecuaciones de posición

La longitud de los eslabones 2, 3, y 4, es conocida y están 

representadas por r2, r3 y r4. En la figura 6, se muestran los 

parámetros de entrada θ2, ω2, α2, del eslabón 2 y se desea 

encontrar los parámetros θ3, ω3, α3 y θ4, ω4, α4, de los esla-

bones 3 y 4, respectivamente. Los vectores de posición para 

cada uno de los eslabones están dados por R1, R2, R3 y R4, los 

cuales forman un lazo cerrado, por lo tanto la suma de los 

vectores en el lazo debe de ser igual a cero.

Los ángulos θ2, θ3, y θ4, están relacionados con los quater-

niones de rotación p, q, k, respectivamente y estos mediante 

la función de rotación con los sistemas de referencia relativos 

no deformados, ej
I, ej

II y ej
III también llamados bases locales, 

figura 6. Las bases determinan la orientación de los eslabo-

nes 2, 3 y 4 y a la vez, a los vectores de posición R2, R3 y R4.

La ecuación de lazo para el mecanismo, se expresa por 

(1). Los vectores, se obtienen al multiplicar los escalares r2, r3 

Fig. 6 Parámetros del mecanismo

Fig. 7 Sistemas de referencia relativos
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y r4 por las bases locales dados por (2) y se completa con las 

normas de los quaterniones [9], (3). Las bases locales, ej
I, ej

II 

y ej
III , j = 1,2,3, se obtienen rotando la base global alrededor 

del eje e3 = {0,0,0,1}:

R2 + R 3 - R 1 - R4= 0			   (1)

r2  ej
I + r3  ej

II - r1  ej - r4  ej
III = 0	 	 (2)

				    	

			 

			   (3)

A partir del Teorema 1:

ej
I  =  Tv[ ρ(p, ej) ],

ej
II =  Tv[ ρ(q, ej) ],		

ej
III = Tv[ ρ(k, ej) ],			   (4)

p = {p0, 0, 0, p3},

q ={q0, 0, 0, q3},

k ={k0, 0, 0, k3}

La ecuación (2), produce componentes en x y y. Con la 

ecuación (3), se forma un sistema cuadrado de ecuaciones 

algebraicas no lineales para la posición. El modelo de inge-

niería para la posición, se presenta en la tabla 1.

2.4.2.2  Ecuaciones de velocida

El mecanismo presentado en la figura 3a, muestra una 

velocidad angular de entrada ω2 para el eslabón 2 del meca-

nismo. La ecuación de velocidad del mecanismo, se obtiene 

derivando la ecuación de posición (1) y las normas de los 

quaterniones (3). La derivada de cada vector en (5), represen-

ta la velocidad lineal del extremo final de cada eslabón.

			   (5)

Donde  , es un vector coordenado constante. A 

partir del Teorema 2.

2ω2 ×  R2  + 2ω3 ×  R3  − 2ω4 ×  R4   = 0

ω2 ×  R2  + ω3 ×  R3  - ω4 ×  R4   = 0		  (6)

				    	

			 

			   (7)

donde, 

Tal que, ω2, ω3, ω4, y R2, R3, R4. representan las velocidades 

angulares y los vectores de posición con respecto al tiempo 

de los eslabones 2, 3 y 4 respectivamente. Considerando 

que ω2 representa la magnitud de la velocidad angular del 

eslabón 2. La asignación paramétrica del quaternion , se 

obtiene como:

                                   = ω2 * p	 (9)

De la solución del sistema de ecuaciones de posición, 

tabla 1, se obtienen los valores de las incógnitas q0, q3, k0, 

k3, estos valores, se utilizan como datos para determinar las 

velocidades. A partir de las ecuaciones (6) y (7), se tiene un 

sistema de ecuaciones diferenciales lineales para la veloci-

dad, tabla 2.

2.4.2.3  Ecuaciones de Aceleración

Una vez obtenida la velocidad lineal, la siguiente etapa 

es generar el sistema de ecuaciones que permita calcular 

las aceleraciones de todos los eslabones del mecanismo. 

La velocidad, es un vector cuantitativo y así también, lo es 

la aceleración. En la figura 5a, se muestra una aceleración 

angular de entrada a2 que es aplicada al eslabón 2 del 

mecanismo. La ecuación de aceleración del mecanismo, se 

obtiene derivando la ecuación de velocidad (5) y las normas 

de los quaterniones (7). 

Tabla 1. Sistemas de ecuaciones para la posición

análisis cinemático de un mecanismo...

Tabla 2. Sistemas de ecuaciones para la velocidad
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                            (10)

A partir del Teorema 3.

(11)

			          (12)

	                                (13)

Considerando que α2 representa la magnitud de la acele-

ración angular del eslabón 2. La asignación paramétrica del 

quaternion , se obtiene como:

	                                 (14)

Del análisis de la posición y la velocidad, tabla 1 y 2, se 

tienen como datos , por lo 

tanto a partir de las ecuaciones (11) y (12), se tiene un siste-

ma de ecuaciones diferenciales lineales para la aceleración 

[10,11], tabla 3.

2.5  Solución y simulación de la cinemática del 
mecanismo de cuatro barras

El modelo cinemático, para el mecanismo de cuatro 

barras mostrado en la figura 2, son las ecuaciones (2), (3), 

(6), (7), (11) y (12). Se generan las ecuaciones de manera 

simbólica, se resuelven y se simulan utilizando el software 

Mathematica [12].

Se consideran los siguientes datos del mecanismo [1]:

R1={16.26, -18.25, 0} cm, r2 = 5.01 cm, 

r3 = 21.27 cm, r4= 18.66 cm

θ2 varía de 0º a 360º ,

ω2 =52.35 π rad /s, α =0 rad/s2.

p = { p0, 0, 0, p3,}, p0= Cos (θ2/2), p3= Sen(θ2/2).

Con los datos anteriores, se obtiene las siguientes gráfi-

cas representativas de la cinemática del mecanismo, fig. 2, 

es decir, posición velocidad y aceleración, respectivamente; 

cuando la barra 2, gira una revolución (0 a 3240), en interva-

los de muestreo de 36º.

Tabla 3. Sistemas de ecuaciones para la aceleración.

Fig. 7. Secuencia de movimientos del mecanismo de cuatro barras de 0 a 

3240, en intervalos de muestreo de 360.

(12)

(11)

donde
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A continuación, se presentan las tablas de resultados 

para una revolución de la barra 2, en intervalos de muestreo 

de 9 grados y su respectiva gráfica. 

Tabla 4. Posición, velocidad y aceleración de los parámetros 

q0 y q3..

Tabla 5. Posición, velocidad y aceleración de los parámetros 

k0 y k3.

Tabla 6. Velocidad y aceleración angular de los 

eslabones 3 y 4.

análisis cinemático de un mecanismo...
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eslabones. 

En la modelación no deformada, se obtiene 

un sistema cuadrado de ecuaciones que, se puede 

considerar mínimo utilizando quaterniones. Este 

sistema tiene una relación directa con los paráme-

tros angulares (q´s), como lo muestran las gráficas 

de los valores obtenidos. Ya que el mecanismo del 

telar involucra posición, velocidad y aceleración, 

su solución en forma conjunta resulta rápida, ésto 

se logra por el número de operaciones que consi-

dera cada sistema. Su principal ventaja radica en 

la simplicidad para expresar los movimientos de rotación, ya 

que no existe la composición de rotaciones que redunda en 

una claridad de las ecuaciones de movimiento.

Se enfrentó y superó las dificultades de desarrollar un 

modelo en un problema real, las gráficas finales, es una 

prueba de ello, se observan soluciones directas que per-

miten comprobar que se desarrolló un análisis cinemático 

completo de cada uno de los elementos que componen el 

mecanismo del telar, en su configuración no deformada.
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Fig. 10. Aceleración angular de los eslabones 3, 4 y los parámetros 0,     3,     0,     3 

T
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