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Una caracterizacion del p” mer méd u IO
de Ditzian-Totik

Resumen

En el trabajo, se presenta un nuevo
método para obtener una caracterizacion
del médulo de suavidad de primer orden
de Ditzian - Totik, en términos de una K —
funcional. La importancia de este nuevo
método, radica en el hecho de que permite
obtener estimados aceptables de las cons-
tantes relacionadas con la caracterizacion.

Abstract

This study offers a new method for ob-
taining a characterization of the first order
modulus of smoothness of Ditzian-Totik
in terms of a K-function. The importance
of this new method lies in the fact that it
enables us to obtain acceptable estimates
of the constants involved in such a char-
acterization.

Abstrait

Le travail actuel présente une nouvelle
méthode pour obtenir une caractérisation
du module de la qualité de douceur de
premier ordre de Ditzian - Totik, dans les
termes d'un K- fonctionnel. Limportance de
cette nouvelle méthode, est qu'elle permet
d'obtenir des estimations acceptables des
constantes liées a la caractérisation.
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Introduccion

Desde principios de los afios 80 del siglo pasado, se hizo evidente la necesidad de
utilizar médulos de continuidad (suavidad) pesados para el estudio de problemas de
la mejor aproximacién de funciones continuas mediante polinomios algebraicos. La
misma necesidad aparece cuando tales funciones continuas, se intentan aproximar
mediante operadores lineales. Una opcién de solucién a este problema, aparecié en
un libro debido a Z. Ditzian y V. Totik [1]. Alli se presentaron los que hoy, se denomi-
nan médulos de suavidad de Ditzian - Totik. Para una mejor comprensién del lector,
presentamos la definicion del médulo de suavidad de primer orden.

Sea C[0,1] el espacio de todas las funciones continuas en el intervalo [0,1], con la
norma del supremo. Durante todo el trabajo  P(x)= . /x(] — x) Jpara

X e [O,I]Ademés, para € (O,l/zaonsideraremos el conjunto

I(@,h) = {xel01]: x+rp(x)el01]}.

Definicién 1. Paraf € C[0,1]y ¢t 20, se define el médulo de suavidad de primer
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WO (fo0)=sup,.,. sup{ | A S ()] ix € Lo, hn}
donde

A/ O=F G4 29 (0) = f (8= 500,

Para obtener estimados de la velocidad de convergen-
cia de diferentes procesos de aproximacion, hace falta
caracterizar al médulo anterior mediante ciertas funciones
llamadas K- funcionales. Para ver detalles de como realizar
estos estimados remitimos al lector a [1]. También puede
consultarse la monografia de R. A. DeVore y G. G. Lorentz [2].
Para explicar qué se entiende por una caracterizacién de un
moddulo necesitamos otra definicién.

Denotemos por W((p)al espacio de todas las funcio-
nes g € C[O,l] absolutamente continuas tales que (aqui
se trata del supremo esencial)

H g H we) — SUP e, ‘ o(x)g'(x) ‘ < 0.

Para f € C[O,l]y he (0,1/21 se define

K,(f.h) :infgeW(wﬁ f-g|+h|g]we }-(2)

Se dice que el médulo (1), esta caracterizado mediante
la funcional (2) o que estas funcionales son equivalentes, si
cada una de ellas puede ser acotada superiormente por la
otra multiplicada por alguna constante positiva. La primera
caracterizacion del médulo (1) mediante (2), se dio en [1].
Para ser mas especificos, alli se demostré que existen cons-
tantes positivas Cl C2 yto, tales que, cualquiera sea que

la funciénf c C[(),l] Yite (Oato ] se cumple que

Cl W(p(fot) < K(p(f7t) < Cz w? (f:t)' (3)

Otra demostracion de este resultado, se puede ver en
[2]. Una de las limitaciones del resultado (3), es que no se
da ninguna informacién sobre las constantes.

El problema de estimar estas constantes ha sido consi-
derado por otros autores, ver por ejemplo [3].

En este trabajo estamos interesados en estimados re-
lacionados con los mdédulos de primer orden (en estudios
futuros extenderemos nuestras ideas a médulos de suavidad
de un orden mayor). En particular, se demuestra el resultado
siguiente:

Teoremal. Si  f e C[O,l] Y he (()’1/4], se

cumple que
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; °(f.h) <K, (f.h) <

)

La demostracion del Teorema 1, se sigue de los Teoremas
2y 4 que se presentardn mas abajo. Este tipo de resultado,
es importante en Teoria de Aproximacion ya que, el conocer
buenos estimados de las constantes que aparecen en ciertas
desigualdades es necesario para implementar su uso en
algoritmos computacionales.

Desarrollo

En esta seccion, se demuestra el resultado principal de
este trabajo. Como las demostraciones de varios de los
lemas que necesitamos son similares, algunas de ellas se
omitiran.

Teorema2. Si f e C[()’l] y he (0,1/2], se

cumple que

W (f,h) < 2K, (f5h).

Demostracion. Fijemos & € W((P) y he 012l
Six € I(q, h), entonces

x+ho(x)

g = [ g@du

x—ho(x)

x+ho(x)/2 1

< H g HW((p) h_[ o o)
x—ho (x

du.

Para x € I(p, h), definamos

x+he(x)/2

G, (x) = 1

x—ho(x)/2 (p(u)

du.

Veamos que G, (x) < 2h
podemos suponer quey < 1/2.

Como G,(x)=G,(1-yx)
Como ¢ es
céncava y, ademas,creciente en [0.1/2]

para
ue [X—h(P(x)/Z,x+h(p(x)/2} se cumple que
1 1
—(x)+—0(x—hop(x
th( ) hzw( ®(x))
S(P(X—E(P(x))S(p(u)
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si 4 <1/2.Porotrolado,si 3 > 1/2 setiene que

h h 1
- <l-x—— <
X 2(9()6) x 2cp(X) 5

De aqui que

cp(x —Z@(X)j S@(I - X —ch(x)j

Z@(Hscp(x)jétp(u)

Luego,
x+he(x)/2

G,(x)<—— du = 2h.

x—ho(x)/2

Pasando al estimado para f , se tiene que

‘Ahwf(x)‘ & 2H f-g Hoo +2h H g HW((p) :

Como & es arbitraria, tomando infimo con respecto
a & seobtieneelresultado anunciado .H
Para simplificar la exposicién resumimos en la proposiciéon

siguiente algunas propiedades de la funcion

¢
Proposicién 1.Para s € (0,1/4] se cumple que

h< (p(h) 4)

s ()16 (1
B2 S 63 4
(5)
Para iy € [— h,h] y X € |_0,1J definiremos

Y, (1) = (1= 2h(h + ¢ (x)))x + (h +u)(h +¢(x))
=x(h+u—-2hx(h+o(x)) ©)
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Proposicion 2.Si ) € (031/4] , entonces existe un
(Gnico) punto bh tal que:

(i) 1/2<b, <1
@ 1-b, = he(by)

nicién, a, =1-b
(iii) Parax € [ah,b }] se cumple que

1-h< yondghpor defi-

ho(x) < min {¢,1-x}< 297 (x),

(iv)Si xe [ ,entonces  ip(x) > X.

(v) Parax € |0 lfse cumple que

0<y,(xu)<I.

Demostracién. Definamos el punto b Para

xe [() 1] denotemos

_oW)
f) =T,

Como

1

A T

la funcién f es estrictamente creciente en [0 1) Como
f(()) 0 f tiende a infinito cuando X tiende a 1, se
concluye que existe un Unico punto bh tal que f(b ) h!
.Estoes h(P(b ) =1- bh, . De aqui se sigue que

1-h<1-h(e(a,)+9(,)) <b, ~-a,

Por otro lado, si denotamos

X
g0 =",
X
entonces, para X € (0,1),
'(x)=— <0.
g'x) 220(0)

Argumentando como antes, se obtiene que existe un
tnico punto Crtal que ho(c,) = Cj-Luego, Cn = A,
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Como f(g) es creciente (decreciente) se tiene que,
para X € (0,1), f(x)< f(b,) (g(x) < g(a,))

solosi X < by (@), X). yego X < by, (a;, <x) y
solosi M (x) < (1-x) (hp(x) < x).

De las consideraciones anteriores, se sigue que, para
xe [ah,bh ]

ho(x) < minfr,1-x}< 2x(1-x) = 297 (x).

X e [0’1], se tiene que
0<(A-2a(h+o(x))x <y ,(x,u)
<(1=2h(h+(x)x+2h(h+(x)) <1.

Finalmente, para

Lemat.si S € C[O,l], he (Oa1/4]y xe [0,]

entonces para ¥ € [0,//2] se tiene que
3 8
x)— xX,=u))<w?| £, 1+— |h |
s s 131 )
Demostracion. Consideremos varios casos. Si denotamos
y=x+(h—u—2hx)h+¢(x))/2 entonces

x:y_;(h_u—ﬂzxXhHP(x))

’ wh(x,—u)z y+;(h —u —2hxXh +(p(x))_

Segun estas representaciones basta probar que

h—u—2hxd(h+(x))< 3(1+%]h(p(y)

Noétese que
2 2
h
< x+5(1—2xXh +(x)).
@)

Caso1.5i X €[0,1/4],entonces h—u —2hx >0
y X< Y. Como
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W h
7_'_7

5 2@(x)3x(1—h(h+cp<x>)+';(hﬂp(x))

=X+ h(; - 2xj(h +(p(x))s y

<x(1=h(h+@(x))+ ;(h +0(x))

1 _h h 1
55—5(}1 +(p(x))+5(h +(P(x))—5

se sigue de (5) que

(h—u-2hx)(h+o¢(x)) < h(l + %j@(y) )

Caso 2. Supdéngase que x€(1/4,1/2], si
0< h—u—2hx, entonces como en el Caso 1

x<y<—
Y

Como

h<o(h) <o(x) <o(y)

se concluye que

(h—u = 2hx)(h +@(x))< h(l = 2x R () < ho(y).
Sih —u —2hx < 0, entonces

1(h 1
x2y2x+—|—=2hx|{(h+o(x)=—.
y 2(2 j( ¢ (x)) p

De aqui que

Qhx+u—h)h+o(x))< h(zx—;j(h +(x))

< z(h +0(x)) < ;hcp(y) ;

pues 1/4<y<1/2 y 1-x<2(1-y).

Caso 3. Supdngase que X € [1/273/4], como
h—=2hx=h((1-2x) <0<u entonces

0< (2hx +u—h)(h+o(x))

< h(2x - ;J(h +¢0(x)) < 2h0(y)
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Para f € C[O,l] y he (031/2], se define una fun-

pues
cion del tipo de las medias de Steklov mediante la férmula,

x>y x+z(1—2x)(h +¢(x))
=0 f, e xe e

Nétese que la funcién esta bien definida. En efecto, se-
gun (v) en la Proposicién 2, 0<wy,(xu)<1
Proposicién 3. Si S e (o], he (0’1/4] y S

5 xe[3/4,1
Caso 4. Supdngase que [ > ] Como en el Caso esté definida por (8), entonces

= (- A+ o)+ 2 +0()

1 h 1
> E(I—h(h +(p(x)))+5(h +0(x)) 2 2

3 se tiene que 1/2<y<x Luego
0<2hx+u—-h)(h+o(x)) 3 8
_ <wl F201+-2 |
1Y 8 (# /=4 <W(f’2(l+ﬁjj

< h(2x - 2}[\/5(P[2J + (P(X)J y

38 hsup {lo() f;(x) :x < (a,.b,)}
3o
20 431 < 4w’ (f,3h).

pues u Demostracion. Se sigue del Lema 1y el Lema que
ny(l—h(h+(p(x))+W£1—h; N
1= £ | 0= Fw ) da

—h/2

Lema 2.51./ €CI01] he(0,1/4] yxe [0],
entonces para U € [07 h/ 2]se tiene que 1 ehi2
=), 0= S, (ow)| du

of £ 3[4 8
‘f(x)_f(\vh(xbu))‘ S w [f92(1+ @th 1 o
w0 = f o))

Lema 3.5i £ € CI0,1] he(0.1/4] ,xe(01]
=

entonces para ue [0’ h / 2] se tiene que ¢ - 1 o
I Por otro Ia%:{ow f’ 2 " \/ﬁ
f(\yh(x,zD—f@lh(x,—u)) <w® (f.,3h)-
d
] A a“lh(xau)
i:{g[;)],l], th <@ira} uelphr] Y =1-2h(h+@(x)) + (h+u—2xh)p'(x)
' y = L(x,h)+ug'(x),
| fly (=i D)= fG () [ < wP(f,3R)
0'(x) = (1-2x)p(x) ,
Lema 5. si f € C[0,1] he(©1/4], xe[o.1] x(1-x)
donde

entonces
S,/ 2))= £y, (x,~h/2)) L(x,h) =1=2h(h+(x)) + h(1 - 2x)9"(x)

Se tiene que

4
Sw‘”[f,(l + )h]
/15
TEMAS | mayo - agosto 2005

una caracterizacion del primer médulo...



h (x)
= HOB (1 (ch12)- £y, (5 2))

h+o(x)
L))
Tony ()U@’@””2D+f® (x,~h/2)))
B Q'(x) h2
h+o(x )jh/z f@lh(xau))du.
De aqui se sigue que
ho(x)£;(x)
IZEND) h
h+ ()f(\l’h( )) S, (x,— ))
@2 (x)1-2x

h h
=t oy 2! Vi)

2 e[ f@vhu,u))d{.

El primer término de la ecuacion anterlor se estima

‘L(x h)‘

utilizando el Lema 5. Como (ver (iii) en la

Proposicion 2), tenemos que

@ ()| L(x,h)|
DO 2)- 10, o 12)

< 3w’ (f,3h).
Para estimar el segundo término, nétese que
1-2x |h

f@f (x,7/2))
h+¢(x) |2

G 2)- [ Y

‘l 2x‘ hi2 ( j ( j
hﬂp()j A [+ £, e=)

=~ S, (o)~ S Gy (xmn) Y
< [ w2 = f )

[ @h 1 2)- fy, (r) S

Luego, con la ayuda de los Lemas 3 y 4 obtenemos
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() f(x)] < 4w®(f,3h) =

Para he(0,1/2] fijo, le asociamos a cada
/e C[O’ll lafuncisn £5 () € W (@) definida como
sigue: si ¥ € [a’ah ] entonces 1 (f>X) = f(a,),
X € (ah’bh ),entonces

E(f) = £,00+ 275 (fla)) - fi(@)

b, —a,

X — Clh

l) —

y,si¥ € [bh ’1], entonces £ (f>X) = f(b,)

U@).ﬁ@»

Teorema 3. 5i 1 € (0’1/4], S €Cl0,1] y F,(f), y

esta definida como mas arriba, entonces

of 13108
| f-F(N] <2w [f,z(nﬁth
G

()3l 50)

Demostracién. Para * € [0’ a, ]se tiene que

a,+x a —-x) fa,+x a,—x
LSRN )

Luego, sélo necesitamos demostrar que
a, —X= <h(P((ah+x)/2) Pero se sigue de (iv) en

la Proposicién 2 que, para * € [0 ah]

)= F, () = /() fi(a,)

h
a,—x< ho(a,—h)= ZE(P(ah)

szh(;¢ch)+;Qcﬂjgzhw(“ﬁ;x}

Un resultado similar se tiene paraX € [bh ’1].

si X €14, vbh se sigue de la Proposicion 3 que
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S =F,(f.%)

=1/ ()= f,(x) - (f (a,) = fi(@,))

h

—%(f(b»—fh(bh»

), —

b,—x x-—a,
b,-a, b,—a,

w“’(f =1+ f)hJ

3 8
20 31
Los argumentos anteriores prueban la primera afirma-
cion.
Como Fh (f) es constante en los intervalos [09 a, ] y

[bh ’1], para verificar la segunda afirmacién debemos estimar
!
a ho(X)F (%) 510 paraX € (ah b,

se sigue de la Proposicién 3y de (ii) en la Proposicién 2 que

 ho(N)F (/%)
SN
izl r3 )
SR CE )

1 3 8
< 44+—wW*| f,=|1+—|h|. =
3) / 2( «/31]

Teorema 4.Si he (0’1/4] yf € C[O’llentonces

. Pero, en tal caso

4+2l h

2b,-a,

IN

IA

IN

1 3 8
K (f,h)<|6+—- W (f,=(1+——)h).
o (1) ( 3j (f2( @))
Demostracion. El resultado se sigue de la definicion de
K, y del tltimo Teorema.
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Conclusiones

En este trabajo, se han presentado estimados para las
constantes involucradas en la caracterizacion del primer
modulo de suavidad de Ditzian — Totik. Las constantes son
aceptables desde el punto de vista de sus posibles aplica-
ciones en célculos numéricos. En un futuro continuaremos
buscando nuevas técnicas que permitan mejorar las cons-
tantes obtenidas. Ademas trataremos de utilizar las ideas
aqui presentadas para encontrar estimados de las constantes
relacionadas con médulos de suavidad de orden superior.
Finalmente creemos que nuestras ideas se pueden utilizar
para estudiar médulos definidos con otros tipos de pesos.
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