Ané||S|S de un RObOt de 1GDL Oscilando como Péndulo

Aplicando el Algebra Hipercompleja.

Resumen

En la presente investigacion, se estudia la aplicacién del
algebra Hipercompleja (quaterniones) en la teoria de control
moderno. Para tal efecto, se modelan las coordenadas gene-
ralizadas de un robot de un grado de libertad (1GDL), en el
espacio vectorial R*, y se determinan aspectos importantes
de la teoria de control como: controlabilidad, controlabilidad
de Gramanio, estabilidad, estabilidad de Lyapunov y energia
minima. El analisis dinamico del robot se realiza para un
sistema amortiguado (f > 0) y no amortiguado (f = 0), en
tres casos diferentes: 1) el sistema no se excita por ninguna
fuerza externa (respuesta libre), 2) respuesta forzada y, 3)
Se disefia una fuerza externa para conducir al robot de una
posicién inicial a una final; utilizando el principio de minima
energia. Para la simulacién de resultados se utiliza el soft-
ware Mathematica®.

El dlgebra de quaterniones, representa un método alter-
nativo para el estudio de la dindmica de sistemas fisicos y
disefo de estrategias de control de practicas. La modelacion
en este espacio, no requiere linealizar la ecuacion dinamica
no lineal del sistema; como ocurre con los métodos tradi-

cionales.

Palabras clave: Estabilidad, estabilidad de Lyapunov,
controlabilidad, controlabilidad Gramanio, energia minima
y conjunto invariante.

1.Introduccién

Los sistemas de control para robots manipuladores, re-
quieren del desarrollo de modelos matematicos obtenidos
a través de las leyes fisicas que rigen la dindmica del robot.
Estos modelos definen y predicen el comportamiento
presente y futuro del mismo, sin contar con su presencia
fisica. Un robot industrial, requiere de ciertos elementos
sensoriales que le permitan actuar y reaccionar para alcanzar
una determinada posicién; es decir, el robot reacciona ante
la presencia de algun obstéaculo y corrige su trayectoria.
Estas acciones y reacciones del robot, resultan del disefio de
sistemas de control capaces de compensar cualquier pertur-
bacién o variacién en los parametros del robot.

Para ilustrar la importancia de la teoria de control clasico
y moderno, en el desarrollo e implementacién de circuitos
electrénicos de robots educativos e industriales, se utiliza
un robot de 1GDL, con dindmicas no lineales. Este sistema
se estudia oscilando como péndulo y en su respuesta forza-
da. En [1], [2], [3] [4], [5] y [6], se analiza el comportamiento
dindmico del robot 1GDL; utilizando una versién linealizada
de su ecuacion dinamica no lineal. Aproximando el término
Sen 0(t) = 6(t), lo cual significa que el robot se mueve con
angulos de amplitudes pequenas. Consideracién vélida so-
lamente cuando el sistema mecdnico del robot se restringe
fisicamente, de lo contrario carece de sentido.

Esta linealizacién restringe el drea de trabajo del sistema
y en muchas ocasiones se obtienen sistemas de control
alejados del comportamiento real del mismo. El disefiador
trata de compensar los términos no incluidos en el proceso
de linealizacién aplicando la técnica de prueba y error. Lo
anterior, nos lleva a buscar y establecer nuevos plantea-
mientos algebraicos, que nos permitan analizar sistemas no
lineales sin restringir la regién de trabajo del mismo. Una de
las posibilidades encontradas es el dlgebra de quaterniones
utilizada en [7], [8], y [9] para modelar cuerpos rigidos. Los
modelos cinematicos y dinamicos obtenidos demuestran
la superioridad de ésta algebra, con relacién a los métodos
tradicionales de modelacién. Esta superioridad se acentuara
aun mas si es posible aplicar el dlgebra Hipercompleja en
la teoria de control moderno, el cual constituye el tépico
central de la presente investigacién.

La controlabilidad, controlabilidad de Gramanio, estabili-
dady estabilidad en el sentido de Lyapunov asi como el prin-
cipio de minima energia se determinan para establecer un
analisis comparativo entre el sistema modelado en el espacio
vectorial de quaterniones y los métodos tradicionales.

Para el andlisis del sistema se consideran los siguientes
casos: 1) Respuesta libre, 2) Respuesta forzada y 3) Disefio de
una estrategia de control para llevar al robot de una posicién
a otra utilizando el principio de minima energia.
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2. Modelo dindmico

En la figura 1, se muestra la configuracion del robot
de un grado de libertad 1GLD a analizar, formado por los
siguientes elementos: | longitud del péndulo, m masa, y q(t)
el dngulo de rotacién, su correspondiente ecuacion dindmica
obtenida en [7] es:

2ml( pyp, - p0p3)+2f( p3p0- p0p3)+

1/2mg(p§_p§)=u(t) (M

Figura 1 Configuracién de un robot 1GLD.

donde f representa la constante de friccion, g la fuerza

2
de gravedad, u £ R* el vector de control, (P — P:), ( Ps P, -

Po p,)y 2 Ps P, - Po p,) la posicién, velocidad y aceleracién
angular respectivamente expresadas en el espacio vectorial
de quaterniones.

2.1 Estabilidad y Controlabilidad
del Robot de 1GDL.

La estabilidad es uno de los aspectos mas importantes
en teoria de control de sistemas y es lo primero que se debe
garantizar en sistemas dindmicos destinados a realizar
operaciones. Un sistema dindmico, se considera estable si
para pequeios cambios en los valores de entrada o en las
condiciones iniciales, se producen también pequefios cam-
bios en las salidas del sistema; de lo contrario el sistema se
considera inestable.

El andlisis del robot 1GLD modelado en el espacio vecto-
rial de quaterniones, se inicia determinando su estabilidad,
en los casos no amortiguado (f = 0) y amortiguado ( f > 0)
con pequefas y grandes variaciones de los valores del an-
gulo O(t) tanto en su respuesta libre u(t)=0 ¢ R*, como para

2 2
su respuesta forzada u(t):mg(pO P3). para ambos casos
es necesario transformar la ecuacion (1) en su correspon-

diente representacion en el espacio estado en la forma x
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= A x, donde A es la matriz de estado de R 22y xc R * el
vector de estado y sus correspondientes variables de estado
se definen como:

2 2
X,= (Po ™ P3) )
x,—(p3p0 _ p0p3) 3)
FI=X, (4)
M ,sz 7§x1
x,= m " 2 (5)
Los valores caracteristicos se determinan a través de la
., eri o PI-Al=0 .
ecuacion caracteristica , resultando:

A i
{g /1+f}:/12+/1f+g—0

2 i ml  2ml ©)
los valores caracteristicos para el sistema amortiguado
(f >0)son.
—f+~f7 - 2mgl
Py I A Rt L

2ml 7

2= —f - f2—2m2gl
- 2ml ®)

Como A, y A, tienen parte real negativa, el sistema se

considera estable. Sin embargo, para el caso no amortiguado
(f=0), los valores caracteristicos son complejos conjugados.

=i &
J2=-i | &

Esto significa que el péndulo oscilard alrededor de su
posicion baja en forma periddica.

El andlisis del robot como un sistema no lineal, se inicia
determinando los puntos de equilibro del sistema, obtenidos
igualando las ecuaciones (4) y (5) con cero, para nuestro caso
los puntos de equilibrio son:

X' =[nZ 0]

2 (11)
donde n es un numero impar diferente de cero. Estos
puntos de equilibrio son asintéticamente estables en forma
global tanto para el caso no amortiguado como para el caso
amortiguado ya que satisfacen

li =0
anch( ) (12)

es decir, pequenas perturbaciones produciran pequenas



oscilaciones en el robot.

Para analizar la estabilidad del robot se aplica el sequndo
método de Lyapunov. Este método establece que la energia

total de un sistema mecanico decrece continuamente cuan-
2 2
do el tiempo pasa, es decir, el vector de estado X" =[ ( Po=Ps

),(Ps p, - Po p, )] se aproxima a un valor constante (estado
estacionario), correspondiente al valor cero de la energia
cuando el tiempo se incrementa [1] y [2] para cualquier
eleccion de las condiciones iniciales.

Sea X una solucion en estado estacionario de la ecua-
cion diferencial

x = f(x,1) (13)

Una funcién de Lyapunov V(x) definida positiva en X
(t), es una funcién continuamente diferenciable en un con-
junto de numeros no negativos [2] si satisface las siguientes
propiedades.

a)V(
b) V (

o VIx0]<0

)=0

X
i)>0

para todo x y t>0 en una vecindad de X. Para el péndulo
con friccidn, se propone la siguiente funcién de Lyapunov
expresada en el espacio vectorial de quaterniones como:

2 2 : nr
VO)=[(Pe P )-114(Pap - p,)2
S.u derivada es: ] .
V(x):_xz2 =—(p; 0y — Do ps)z (15)

La funcion de Lyapunov candidata V(x) satisface las
propiedades (a) y (b), pero no cumple con (c) ya que I; no
es menor a cero sino I;z 0. El sistema es estable pero no
de manera asintdtica. Para inferir estabilidad asintotica se
utiliza el Teorema de LaSalle (principio de Invariancia) [2],
en la presente investigacion se analiza solamente el caso

amortiguado.

Sea V definida por la ecuaciéon (1.5), y E ={x /x,=0}, el
conjunto de todos los puntos donde V= 0. Las variables de
estado son:

X1=x

2

X2 == X, — X,

Si x(t) se mantiene idéntico a E, entonces:

x,(t)=0 = X2=0 =x,=0
Asi la Unica solucion que permanece en E es x(t)=(0,0) y
por lo tanto, x,=(0,0) es asintéticamente estable.

La controlabilidad, es la propiedad que indica si el com-
portamiento de un sistema puede ser controlado por medio
de sus entradas. En control de robots esto significa, poder
llevar al robot de una posicién inicial a una posicion final a
través de un vector restringido u(t) en un intervalo de tiempo
finito t € [0, t,.]. Para determinar la controlabilidad del robot
de 1.GDL, se considera el sistema descrito por la ecuacién:

x = Ax + Bu (16)

donde xg R 27 es el vector de estado, A ¢ R 22 la matriz de
estado, B ¢ R ' la matriz de entrada y u el vector control.

Para determinar la controlabilidad del robot de 1GDL,
en cualquier intervalo de tiempo, es condicién necesaria y
suficiente que la matriz de controlabilidad C € R #? sea de

rango 2, sobre el intervalo deseado.
c=[8  4B] (17)

Tanto para el caso amortiguado como para el no amorti-
guado, la matriz de controlabilidad es de rango 2 y el robot
tiene estado completamente controlable.

1

0
ml
Ly
C=Lml  m’ lrango =2. (18)

2.2 Controlabilidad de Gramanio y principio de
minima energia

La controlabilidad de Gramanio se utiliza para determi-
nar de manera eficiente la ley de control capaz de conducir al
robot de una posicidn inicial a una posicion deseada, no im-
portando qué trayectoria se siga, o qué entrada se utilice.

Sean x, y x,, dos vectores cualesquiera de R", y t'>0, un
tiempo arbitrario. Si la matriz de controlabilidad de Grama-
nioW_(t), es no singular y converge para todo t>0, entonces
podemos construir una entrada:

u(t) = ~B'e* (II_I)WJI (ll)(emlxo - x) (19)

donde u(t) es la ley de control y representa la energia mi-
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nima necesaria para llevar al sistema del estado x, a x, en el
tiempo t,, la matriz W_(t), es igual a:
fc fc
We(r) = Je'“Bb”e/“dr = Je"(”)BB"‘e"' g
0 0 (20)

y t_es el tiempo necesario para que sistema alcance su po-
sicion final x,.

Si la matriz A, es una matriz de Hurwitz, entonces la
integral W_converge para t=o, si el par (A, B) es controlable,
entonces la matriz de la ecuacién (18) es de rango 2. Ademas
si A es una matriz de Hurwitz se garantiza que W_ sea la
Unica solucién definida positiva de la ecuacion:

AWe +Wed" = -BB" (21)

3. Analisis de resultados

En esta seccion, se muestran la simulacién de los resul-
tados para los tres casos analizados: 1) Respuesta libre, 2)
respuesta forzada, y 3) La controlabilidad de Gramanio y
el principo de la minima energia, para mover al robot de
1GDL un radian. Los valores caracteristicos muestran, como
se comporta la solucion para el sistema amortiguado y no
amortiguado. Los datos considerados como en [1] son los
siguientes: I=1 m, m=1Kg, g = 9.81 m/s? x,[0]= p /4, x,[0]= 0.
El coeficiente de friccion f =0 para el caso no amortiguado,

y f=0.5 Kg-m/s, para el caso amortiguado.
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Grafica 1. Respuesta libre del sistema no amortiguado en el intervalo de

tiempo t[0, 30] seg.
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Grafica 2. Respuesta libre del sistema amortiguado en el intervalo de

tiempo t[0, 30] seg.

En la respuesta forzada, la seial de entrada se modela
en el espacio vectorial de quaterniones como u(t) u(t)=mg

2
(% -4, ), para ambos casos

12

LI N

o N B O ©

-2

| ]
||
||
|
\J
!

5 10 15 20 25 30

2 2
tiempo t[0, 301 segy u(t) =m g (9o — 45 )

3.5

2.5 \
2

1.5 \ /

\ N

0.5

5 10 15 20 25 30

Grafica 4. Respuesta forzada del sistemja amortiguado en el intervalo de

2 2
tiempo t[0, 30] seg y u(t)=m g(qo UL



La sefal de control u(t) se disefio considerando el inter-
valo de tiempo t_€ [0, 1 ]seg.y f = 1 Kg-m/s. Obteniendo

como resultado:
u(t)=13.20(1— e"') —6.99¢"!

y la matriz de controlabilidad W_siendo:

[13.198  -6.099
©1-6.099 5.1316

-2

-4 |

-6

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Grafica 6. Evolucion de la seiial control u(t) para mover al péndulo un radian

enun 1 seg.
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Grafica 7. Comportamiento del péndulo cuando se conduce de 0 a 1radian

en 1 segq.

\
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Grafica 8. Comportamiento del vector de velocidad cuando el péndulo se

mueve 0 a 1 radian en 1 seg..
4. Conclusiones

En la presente investigacién se ha presentado la apli-
cacién del dlgebra Hipercompleja en la teoria de control
moderno para robots. Se determinaron conceptos de Esta-
bilidad, Estabilidad en el sentido de Lyapunov, controlabi-
lidad y controlabilidad de Gramanio para un robot de 1GDL
modelado en el espacio vectorial de quaterniones.

La determinacién de estos conceptos en el espacio
R* sugiere el establecimiento un método alternativo para
disefar leyes de control mas eficientes que en realidad
representen la dindmica del sistema, sin restringir el drea de
trabajo del mismo. La determinacién de la estabilidad del
sistema dindmico representado en la ecuacién (1), expresada
en el espacio vectorial quaterniones no se linealizé, como
ocurre en los métodos tradicionales, ademas se encontré un
criterio de estabilidad acorde con la teoria de control lineal y
se disefio una ley de control capaz de conducir al sistema a
una posicidn deseada gastando la minima energia.

Seria conveniente analizar la aplicacion de esta algebra a
otros robots con mayor grado de libertad y a otros sistemas
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de control, como por ejemplo control de fluidos €p

Salinas Pérez Irma, Marquez M. M.,
Universidad Tecnoldgica de la Mixteca.
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