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Resumen

Este trabajo provee extensiones de los
resultados para el caso unidimensional, ya
considerados en [5, Jiménez 1999a). Se con-
sideran espacios de Lipschitz de funciones
periédicas integrables de diversas variables.
Se demuestra que con definiciones adec-
uadas, estos espacios son homogéneos
y satisfacen muy buenas propiedades de
aproximacion polinomial. El caso de fun-
ciones de cuadrado integrable se considera
de manera especial, pues deviene en un
espacio de Hilbert. Se estudian las series de
Fourier multiple para este caso.

Abstract

This study extends the results for the
unidimensional case already considered
in [5, Jimenez 1999al. It looks at Lipschitz
spaces of integrable periodic functions of a
number of variables. It demonstrates that,
with adequate definitions, these spaces are
homogeneous and fullfil very good proper-
ties of polinomial approximation. The case of
integrable square functions is given special
attention because it comes from a Hilbert
space. The multiple Fourier series for this
case are studied.

boadhesion technique has an excel-
lent adhesion, since it doesn't come off

1. Preliminares

Abstrait

Ce travail fournit des extensions aux
résultats pour le cas unidimensionnel déja
traité dans [5, Jiménez 1999 a]. On prend
des espaces de Lipschitz de fonctions
périodiques intégrables de plusieurs varia-
bles. On démontre qu’avec des définitions
adéquates, ces espaces sont homogeénes et
gu'ils remplissent de tres bonnes propriétés
d’approximation polynomiale. Le cas de
fonctions de cadre intégrable se considére
de maniére particuliere, car il devient un
espace de Hilbert. On étudie les séries de
Fourier multiple pour ce cas.

El contenido esencial de esta seccion es la presentacion de los resultados de

144
[5, Jiménez 1999al: la definicion usual de los subespacios de Lipschitz de 2, 1 <

p<®

, se modifica para obtener espacios de Banach homogéneos y un espacio

de Hilbert para 7 = 2; luego se muestra que el sistema trigonométrico es una base

ortogonal. Sin embargo, la presentacién dada aqui, considera funciones complejas

en lugar de reales y se dan algunos ejemplos.

1.1 Definicion de

Lip?

Comencemos con las notaciones siguientes:

F,

e "2r denota al espacio lineal de todas las funciones complejas 2P periédicas

y Lebesgue medibles definidas sobre el espacio real R, con la identificacién usual

de puntos médulo 2P .

C

es de Banach con la norma del supremo, esto es,

171, = sup
cefo.2p
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e 20 denota al espacio de las funciones de ™ 2P que son continuas. Este espacio
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Igualmente, este espacio se identifica con el de todas
las funciones complejas, continuas sobre el intervalo [0’2'D [
, equipado con la métrica % P.2o[ — [O,p]’ definida para
toda % € [0.20] por

d(x,y )= min{ ‘x—y, 2p —‘x—y‘}

(1.1)
LZ 1< p<o

o T2 , es el espacio tradicional de Banach de

. e F,
todas las funciones Jehy, para las cuales

ey Lf(xl"d]‘l’<m-

Aqui como es usual, dos funciones se identifican entre
si cuando son iguales Lebesgue casi dondequiera, lo que se
denota c.d., abreviadamente.

L L. o feF,
Definicion 1. Para una funcion periédica 2, denota-
mo

W G @), B0

T P
a>0, l<p< % el espacio de Lipschitz Lip,

<
1_p<oo,0

y para
. el? .
es la clase de todas las funCIonesf 2, si
eC . =00
/ »,si P , tales que

AL x
j j(f):: sup{"h(:ial’:h> 0}< ©
(1.2) .
. - Lip” . .
Segun [9, Mirkil 1960], ©*= se llama de Lipschitzen el
caso @ =1 ydeHélder para 0 <a <1: pero nosotros usare-
Li R
mos “"P en la notacion e indistintamente los nombres de
Holder o Lipschitz, para todos los casos.
S s > - .
Parad >1 ycada P = ], las Unicas funciones que sa-

tisfacen (1.2) son las constantes.

Lip? - i’
Puesto que % es un espacio lineal y ? @ es una se-

Lip?

minorma, una norma natural sobre ~%a es usualmente

dada por
s ML, 200,

*

La norma 7? es llamada la norma de Hélder en el

. Lip? . _ Lin? .
espacio P’ Es conocido que el espacio “%= junto con
esta norma es un espacio de Banach.

1.2. La mejor aproximacion y espacios de Banach
homogéneos.
Denotemos por ~"al espacio lineal de dimensién

finita de todos los polinomios trigonométricos de grado
m<n

Tm(x):: zckeﬂa .

k=-m
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En el caso real estos polinomios toman la forma parti-

cular

T.(x)= %“-s— i (a, cosk +b senkx)
k=l

Para cualquier espacio de Banach B, tal que
t cAcCF. . S
U.t, 2, denotamos la mejor aproximacion de

i
a " enlanormade B, por

E,(f)=£,( )= inf

Una serie de problemas tipicos de Teoria de Aproxima-

-,

i

L . . . . Lip?
cion han sido bien estudiados para funciones en Pa

1<p

,1SP=% onlanorma  ”.Pero cuando este espacio se

.
considera con su norma  7? , el principal problema es que
las traslaciones no son operadores continuos con respecto
al pardmetro. Para explicar esta situaciéon y para uso mas
adelante recordemos las definiciones siguientes.

1
Si fe Ly ,y h€R, se define el operador traslacion
mediante

T,/ ()= 1,(x)=f(c+h)

Definicion 2.
7l
Un subespacio lineal B de ““2P, en el cual esta definida

una norma B, que lo convierte en un espacio de Banach,
. . . L —
se dice homogéneo si, para todo feB y para toda #€R

se tiene,
1, <7
o Jn € B
Ha, s =17

v S f1, >0

De H1 se deduce que la convergencia en la norma &

implica la convergencia en la norma .1, H2 y H3 son pro-
piedades de invarianza bajo traslacion y H4 nos dice que
las traslaciones son operadores continuos con respecto al
parametro, es decir, la aplicacién h— fh, es continua.
Algunos ejemplos de espacios homogéneos son:
TP

(1) Los espacios 2°, 1S P <

(: .
(2) 7?0 conla norma del supremo =,
(n)
(3) 72, el espacio de las funciones periddicas so-

bre [0,2p [ n-veces continuamente diferenciables, con
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=2 1r%)
0<k<n I

Para algunas referencias sobre los espacios de Banach
homogéneos ver [6, Jiménez 2000b], [7, Jiménez 1989¢] y
[Katznelson 1968].

Muchas propiedades buenas de aproximacién median-

te series de Fourier han sido probadas para espacios de
inP

Banach homogéneos. Sin embargo, los espacios Lip, no

son homogéneos porque no satisfalcen H4. En particular, la

Ef.Lip?)=E, (f

sucesion #2 7 no siempre converge a

E()=E5.

. C I L .
,cuando B esiguala ~?r o bieniguala 27, debido a que
U,t L7,

Con esta mala propiedad en las manos, las investigacio-

cero, lo cual si se cumple para la sucesion B/

) C
n @s un subespacio densoen 2P yen

nes han seguido varias direcciones. En particular se trabaja

jin P

sobre los espacios tip, , (por ejemplo ver [2, Bustamante y
inP

Jiménez 2000a]) definidos a partir de la funcién f e Lip,

para las cuales

HA;,(/P,JCL
sups———:12>0, >0
0<hzd ’a

d >0
cuando ¥ T7 V.

Sin embargo, nosotros veremos en esta seccidon que una
modificacion apropiada de la definicidon de los espacios de

Lipschitzpara | <2 <®

, nos provee de espacios de Banach
homogéneos. Ademés, para P = 2, la versién correspon-
diente conduce a un espacio de Hilbert donde el sistema

trigonométrico

{ e™ ne Z}
(1.4)

o bien, en el caso real,
1
E,ms[ﬁﬂ, sem(x] cos[hE)seohE)
es ortogonal.
Luego varias cuestiones sobre series de Fourier y sobre
mejor aproximacion mediante polinomios trigonométricos

en estos espacios se pueden ver en un marco similar al de
LY
los espacios 2.

P
1.3. Los espacios B; 1< p<oo

r
Los espacios B, [0,2p [, que seran considerados en esta

subseccion, fueron introducidos por primera vez por Jimé-

P
nez en [5, 1999a]. En lo que sigue, escribiremos B, en lugar

los espacios de Lipschitz...

loonl
[heiahd §

P
de B,
La funcién d: [O’ZPF - [O,p], dada por (1.1), se ex-
tiende a una pseudométrica sobre todo el plano: para toda
xyel02plyoqa S HEZ,
dx+2jp,y+2kp)=d(x,y)
Aqui como es habitual, pseudométrica significa la posi-
bilidad de que la distancia entre dos puntos diferentes de
R, sea cero. En realidad lo tnico que se desea, es extender

de manera periddica en cada variable, con periodo 2p ,

[P )
la funcién distancia que teniamos en [>“PL  Con ello se
logra la invarianza por traslaciones siguiente.

Proposicién 1. Para todo O<xy<2p y heR setiene
d(x,y):d(x+h,y +h)

. . a n .
ue sigue asumi u >V esfijoy denota-
Enlo que sigue asumimos que ¢ ~

F_ . . .
mos por @) el espacio de todas las funciones complejas
. . R2 ..
medibles seguin Lebesgue sobre £+ que son 2p . perié-
dicas en cada variable. Definimos el operador traslacion

siguiente para toda *-1€R".n=12,

Th :FLZPT _)F(ZPT por

1y CPHI= )= e )

Para f en F(pr,tenemos que
T(Fa.kg)f(xl:xz):: f(x1 +h,x, +h2) h.h, e R'
Luego, si h=h=h,e R, denotaremos
T f (e, )= o + oy + 1)
F, Fy = F

a

Introducimos el operador @Y mediante

- 10) |
(1.6)(Faf]ix,y)— d(x, yy ,x;tymod(2p)’ x,yeR

Sefalamos que mas adelante necesitaremos de una
extensién natural de estos operadores lineales.

Una observacién simple pero importante es que F,
es antisimétrico. Esta propiedad significa que para toda
x,y€R y para toda f‘Esz, F A xy)==F, (1 y.x

. T,
Proposicién 2. Los operadores "/ y Fy conmutan en el sen-

tido siguiente: para toda fe Fy ,Y para toda x,y,he R,

F T i x)=T,(F, fixy)

Para una demostracién de esta proposicion y de todos
los demas resultados que siguen en esta seccion, ver [5,
Jiménez 1999a]; alli se consideran demostraciones para el

caso en que se tienen funciones reales.

L, . .
Sea @) el espacio de Banach de todas las funcio-
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1
1 e 2 2
Hf”ﬁ[pfu § \f(x,y)pdxdyju

F, .
nes @* para los cuales ;
1<p<o

P

I<p<oya >0 Fl espacio 5,

Definicion 3. Fijemos

P
es la clase de todas las funciones Jely
F fel’

para las cuales

(2p )

()
»@s una seminorma sobre Enton—

|7 i -
=1 J

Aunque la expresion de la norma varia un poco con

Claramente,

R? .
ces 72 esun espacio normado con

respecto al estilo de (1.3), resultara necesaria para nuestros
objetivos y de todas formas es equivalente en el sentido

siguiente: se dice que una norma ! sobre un espacio vec-

torial X es equivalente a una norma 2 sobre X, si existen

numeros positivos 4 y b tales que paratoda * € X tenemos
alf, <, <bH;

P

Isp<oyas>o 2 esun

Teorema 1. Para cada , el espacio
espacio homogéneo.

El resultado siguiente que se presentara requiere del
concepto de unidad aproximativa. Recordemos que una

unidad aproximativa (por ejemplo ver [6, Jiménez 2000b]) es

una sucesion K")C Cap , que satisface:
T
K, (nd =1
(1) Paratoda 1, 2n-

(2) Existe M tal que, para toda 77,
1
\KM:gfp\Kn(t)d SM_

(3) Para cada 9 € .0 [
tim [ Ik, () =0

Una unidad aproximativa también es [lamada un ntcleo
o kernel de sumabilidad. Entre las unidades aproximativas
mas utilizadas estan la de Fejér, la de Jackson y la de Fejér-
Korovkin (ver [2, Bustamante y Jiménez 2000b]).

p
Corolario 1. Para cada JeB y cada unidad aproximati-

1
T
va (K,) de funciones continuas 2P - periédicas en Lo, se

tiene [ ”*f_pr,a _’0 si n—>ow

donde * denota la convoluaon de X "y I
4 ,entonces la serie de Fourier de / esta definida

.0\ it
} €

_i P int
= J:pf(t)e d

es el coeficiente de Fourier
n-ésimo.
En el caso real, la serie de Fourier de f es

0—20 + i (a,cosnx + b, sennx)
=1

’
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y sus coeficientes estan dados por las férmulas

w= [ 1ot W s L r©) sente

El nucleo de Fejér esta dado por

2 (n+1)
Rt

sen® ~——x
2
n+1 2 X
sen” —

,n=0,1,2,...

Es conocido que el ntcleo de Fejér, (F"), es una unidad
aproximativa y asi tenemos un caso particular del corolario

anterior.

. . f‘ EBp
Corolario 2. Si a

Fxf—f >0
, entonces ' ” J fH,,,a , Si

n—> % En particular, toda funcién feB’ es aproximable
por los polinomios trigonométricos en dicho espacio’.

Las integrales dobles que aparecen en nuestro desarrollo
se pueden simplificar como sigue:

Ep .[ugp|Faf(X’y]“’dxa5;7 e S

|

P 1)~ f(x% o
i

i

También

[
- [ )

£ e, 3 ), v, y ddxdy
—ule+ n lv()- vl + h))d dh

@+
I

l+l=1

si ueB’ veBl,ab >O.l§p,q<ooy P q

Ejemplo 1. Este ejemplo ilustra la importancia practi-
ca del lado derecho de (1.7). Sea f@)= Se”(x), entonces

E £ )= sen(x)—sen(y)
SGH(X)— sen(y
d(xy)

d(x,y)a y
2p F ( ) pd _ 2 plp
) (BIGy) |- [7 ]
sen(x)f sen(x+thxdh
ha

ap

L L

Casos particulares
e Para 7 =2

[ 1 Gy Y sy = ap Lty

e Sj p:2 y a =11,
Poe2p b4 Dsen(h)
[ 17 rGy) axdy =4 -24p =y

~5 2721,

Usando el lado izquierdo de (1.7) con P =2 y & =1 ¢
calculo hubiese sido mas tedioso. En efecto:

[ [71F Gy dedy

- 4
1 Paravalores particularesde 9 'y p , pudiese ocurrir que 2 sélo

contuviera funciones constantes. En tales casos, este corolario debe

{ & in z}ms;' B?
entenderse como que estotalen "2 .
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sen(x)- Sen(yﬂ

dix,y ¥

T
e | senl(x ) sen(y
_jo jo d(x y) 1

o [sen(x) sen(y)]
= J'U j (2p o x)z dyedx +
J: r*p [sentx) 5;}1[}) P ,I: J-fp [en(x) ;;n@)]zaydﬂ-

J:: J;- [sen(x)— .sen(y)] dya‘x+£ J' [59”(")— 59”(}’)] dpdx +

x _}’)(
_[ 2p j-x P [Sen(x) sen(y)]
" @poxryf
=4(—2+pj:ser;(h)b’ j
~p 2721 ,
1
Ejemplo 2. Sea f("):‘ve”(‘b‘), p=2y ) _2, entonces

Iep rp sen(dlx:l—sendl(y)] P dx=_[_: Ep[sm(4x)—;en4(x+h]1dxdh

=4p gfj 4pMﬂ +1logidp)

~9 1362

donde 9 es la constante de Euler, 97 0577216 ,

Ejemplo 3. En este ejemplo se da una funcion / que esta

TP P -
en % pero que no estd en B . Sea /- [—p,p]—)Rl defi-
nida por

[P rl
fe)=1 g *[22]
<75
=0 272
Claramente, fesz' I<p<eo pero en general, fe
)
o A=z 8 P 1 ey} e
Ly jw Jo-saen)
2p’ o n
1 I-p 2h
sz o pEv 4
1 |
- 2p2 0 hap 1
2
@siysélosim r.o7

los espacios de Lipschitz...

A continuacion se da un teorema de inmersion pero
recordamos primero la definicién de "inmerso continua-
mente" Sean X y Y espacios de Banach. Entonces, se dice
que X estd inmerso continuamente en Y si X se identifica
con un subconjunto de ¥y existe una constante C tal que
para cada x< X, [¥y <Clxl,

En este caso se dice que el operador que realiza la

identificacion 1: X =7 esel operador de inmersion de

v
X en Y. Un ejemplo conocido es el siguiente: si ¥~ ¢ , Lo
esta continuamente inmerso en %

1<p<oo

Teorema 2. Para cada @ >0 y , el espacio de

-
Lip, definido en la seccion 1 esta conti-

BP

Lipschitz clasico

nuamente inmerso en

El resultado siguiente involucra a los espacios estric-
tamente convexos. Recordamos primero a estos espacios.
Una norma estrictamente convexa es una norma tal que
para todo > de norma 1, ‘x’yud, Y

Un espacio normado con esta norma se llama un
espacio normado estrictamente convexo. Como ejemplo
de este tipo de espacios tenemos a todos los espacios
LI?IP, 1<P <% Un ejemplo de un espacio que no es es-
trictamente convexo es C["’b], el espacio de las funciones
continuas en el intervalo cerrado [:2]

l<p<w

Proposicién 3. Para cada @ >0 y , los espacios

B! .
2 son estrictamente convexos.

Como una consecuencia tenemos el resultado siguien-

te no trivial:
. £ < BP -
Corolario 3. Paracada 7 €%, 1<P<® n=12, . ya>0tal
{ e”":nEZICB‘) . . . . .
que /7™, existe un polinomio Unico de la mejor

.
. L. t
aproximacionde / a 7.

Para detalles sobre los espacios estrictamente con-
vexos, ver [3, Cheney 1996] y [10, Rivlin 1969].

1.4. El espacio de Hilbert B,
op
En esta subseccién se estudia 5 para el caso en
que P=2 Esto también fue presentado por primera
vez en [5, Jiménez 1999a]. Escribiremos abreviadamente,

e =12 y B, = Ba2

. Veremos que el sistema trigono-
L. %fﬂx ‘ne Z

métrico (1.4), : 5, es una base ortogonal de este

espacio. Para el caso real ver [5, Jiménez 1999a].

Proposicion 4. El funcional, sesquilineal

TEMAS | septiembre - diciembre 2003



(fle)-(Flz), + @ 7IF; g)L?

w f.g€B,

<D
S,
Neor

o —
es un producto interior cuya norma asociada ¥ |

esigual a S 22

1 2
g) =—| Sflxkk)d
aqui V2 =351 760
2 2
EARe) = ) " A Sy FeGy) dudy
B . .
Luego, @ es un espacio de Hilbert.

Teorema 3. El sistema trigonométrico (1.4) es una base

B, .
cuyos elementos tienen las normas:

1-
r‘ hla

ortogonal de
Ka (?’1‘)2 =

paran=0,1,2,3,...

De la proposicion 4, la gran variedad de resultados
. . B?
generales de los espacios de Hilbert se cumplen en 2

(por ejemplo ver [4, Deutsch 2001]). En particular, usando el

teorema 3, tendremos:

Teorema 4. Sea H un espacio de Hilbert, con producto

TR
interior V! "/# y norma "#.Sea £ un subespacio lineal de H
que se convierte en un espacio de Hilbert bajo un producto

1) |

<] . {, S i=12....

interior y tal que ‘ <| ¥ sobre F.si ¥/ T h5
Ly . -

es una base ortonormal de i1 que simultdneamente es una

base ortogonal de 7, entonces para cada fe F, la serie de
Fourier de / es formalmente igual para ambos espacios.
Corolario 4. Para cada feB, , la serie de Fourier de / en

2
2

. . foan Log
este espacio es lamisma quelade / en 72¢,

)= ZAnei"’ el

Ademas, n=s
ZAZ[K @) <

R
estaen ~? siysdlosi ==

2. Los Espacios 2 5 @2 T)

En esta seccion consideraremos al espacio &<’ @207
a— )

< .
J1=p<® a >0, para el caso en que 7=2.

Comenzamos con las notaciones siguientes:

Il
r
e @) denota al espacio lineal de todas las funciones
complejas medibles seguin Lebesgue sobre R*, que son 2p
- periédicas en cada variable.

.,
o @) 15p<0 og a] espacio de Banach de todas las

. feF._
funciones @p)" para los cuales
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1

= (G B 1 B PGy aaas | <e

feF

Definicién 4. Para una funcién periédica ery de-
notamos

A (f= x):= f(x+ h)_ f(x),, h= (hl’h2), X = (xuxz)
para@ >0, 1<p<® ol aspaciode Lipschitz £P2 (0’2]2§

. fell 1<
es la clase de todas las funciones ¢ g l<p<o g

eC. ., . =
/ @)’ si P=% tales que

|, (Fx
%;ﬁ (;71;1)}@@

’

£ = sup{

donde (2'” es una extension natural de Cop
Generalicemos la métrica @020 = 10.p] gefinida en
(1.1). Definimos para toda *-:"-V € 2ol d,:[.20F > &

d, [(u, v) (x,y)]:: 4 d(t,:,x)2 + d(v,y)2 )

donde ¥ (: d, ) es como en la seccién 1.
En lo que sigue, suponemos que se ha fijado @ >0,
Definicion 5. Definimos los dos operadores lineales

n —
siguientes. Para toda xy.heR' n=12

Ty F(ZP)“ _)F(2p)“

@ Xx)= £, )= £+ h),

EF
El otro operador seré Gy GpYy

d( )’ Six;&y.

l' 21
Para / en ' GpY , tenemos que

T(h,@)f(xlaxz):: f(xl +hy.x, +k2), h.h, e R"'

Obsérvese que los dos operadores de la definicion
anterior son extensiones naturales de (1.5) y (1.6), respec-
tivamente. El primer operador, obviamente, es el operador
de traslacion.

Proposicion 5. Los operadores T, y f, ,conmutan en el sen-
' x,y,he R”’

F
tido siguiente: para toda S & Fapy y para toda
n=12 F @/ X 3)=1, /X, )

Demostracion.
T,(F, f Xx.9)=F, flc+ h,y+h)

_ f(xl + Ryt X, hn)— f()’1 + Ryt ¥ +hn)
- a

[gd(x,. Ry, + ”%-)2}5
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_ f(xl + At X, + hn)— f(}’1 +H et ), +h”)
a

[Zd(x yjf

LS -T/0)
d,(e.y)

=F, @ Y.y)
Definicién 6. Fijemos !SP<® y a >0 E| espacio
P ? el” |,
B, (0’2-0[2/ es la clase de todas las funciones 4 2p)
F frel’
para las cuales 2 € Loy .

y ) 5
Obsérvese que 50, es una seminorma sobre 5 (O,ZDF ,

. Entonces como en la seccién 1, By {0"2p[z» es un espacio
1
r

.. = 1 0,

Considerando de manera natural los espacios homogé-

normado con

neos en diversas variables, se tiene el resultado siguiente.

I<p<wo 4

<N .
Teorema 5. Para cada y @ >V, el espacio

By {0"2p[z» es un espacio de Banach homogéneo.

Demostracion. Probaremos primero que el espa-

VY
cio es completo. Sea Vi) una sucesion de Cauchy en
£ N\

Al
»
feB (O,Zp [Z/. En pgrticular, V) es una sucesién de Cau-
P

chyen ) Entonces existe / en

So=1f,~0

L
2P) tal que

(2.1) si B>,

Necesitamos probar que / 5/ (2rF; y que

2 .-

-0
rsi B>,

(2.2)

rvesto que < Lot AL =BG TR,

\
P

afirmacion que feB, (0,2p[2) automaticamente se sigue

de (2.2).

Para probar esta ultima propiedad, observe que (Fa f")

.,
también es una sucesion de Cauchy en  ®)" _ Entonces
P

existe un @) tal que
Ff - -0
(2.3) hi, ng si B>,
FB n - = F‘a n - F;

Por otro lado H (f fjp 5 ! “P. Asi solo

tenemos que probar que
F f =9
(2.4) a/ TS cd.
()

Por (2.1), existe una subsucesién Vs ) que converge a

Fr
/ cd.sobre [020[ y por (2.3), otra subsucesion “* 7"/

que converge a & c.d. sobre %2PL . Entonces (2.4) se
cumple.

H,: ren2pl)

Las propiedades ('t -para todo - 2 UoPL

. 2 » )
=)y (Hat para todo #< RS < B/ 02pF)

los espacios de Lipschitz...

Al
son claras. Para probar las propiedades H, y H, en B (O.pr}
, usaremos el hecho de que ambas se satisfacen en
I’

eyt n= 2’4, asi como también la proposicion 5. Sea
feB;! (0,2p[22 dadoy € R* Entonces:

.11, =01, + 1R G,
=111, + L& 1),
=l +E A
=/

4

+
P
P

pa

5 Al
AsiH, se cumple en B, (O’ZP]Z/. La prueba de H, es:

s -f[, =W~ fL 1B @G- 1),
=g = A E - E A

que converge a 0 si h tiende a 0.

Para uso posterior, supondremos que el sistema trigono-
métrico sobre [O’zlo]Z se define de manera natural, mediante
el conjunto

inx imy

25 €° .
Corolario 5. Para cada / < 2% {0,2p F/ y cada unidad aproxi-

:m,neZ}

mativa (K")de funciones continuas 2P - periddicas en

] HKmm*f_pr,a _>0,5i n,m —> o

2 .
@P)" setiene , donde

L K
* denota la convolucidonde “ 7 y f.

En particular, tomando el nucleo de Féjer bidimensional

Fum(%.3):= F"(x)F"'(y), se tiene que el sistema trigonomé-

p Al
trico (2.5), es denso en B, (0,2p F .

F el 1<p<w

Usando la hipotesis de que y

a >0 en particular la 2p . periodicidad en cada variable y
el Teorema de Fubini, se tiene:

[ g )

£ 0 ST <

I

=_|jp J:?P J::: J:p Flov)- 7l y) i 4 7 &
ey 6 ¥

(1 ples e, , ,

I
L LI fp\f(m’yﬂ}f(x’y Iy 4o

fecl

=-[—pp]‘ .[[u;pr‘f(x+5,y+f)—f(x,yj‘ d(x,}') d(s,f)

el
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P ASTERS 1 R

¥
L GTRTe S35

ok

donde %Y-#:V:5.1€R opesrvese que si y=v=0 15

férmula anterior se reduce a la férmula (1.7) de la seccion 1.

(3.1)

LLET

Igualmente la formula siguiente se utilizara en la defini-

cion del producto escalar:

fpou oSGy Figloym) d d 4 d
P

[f(x +5,¥ +r:l—fl:x,_y)] elnta,p 1 - ELA,»
= - g & 4 d
LLer -l
donde «f’Ef”a”@’?P]Z:, gEBé’{QZPT:I a.b>0.1<p,g<o
11

+—=1
y r? ¢

El lado derecho de la formula (3.1), realmente simplifica
el lado izquierdo. Para ilustrar este hecho, se invita al lector
a evaluar directamente la integral multiple que se calcula en
el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4. Sea f(x,y):sen(x+y)' entonces
F flx,y.uv)= sen(x+ ) — senit + v)
d;fu.v) (x. 1} Con P=2 a-I

y usando el lado derecho de (3.1), tenemos

I P;f(x,y,u,v}p d d § d

N 2 [senfe + v} senlx+ y)F d d
A T

J; J: .EP fp[Se”(x+h+?+k)‘53”(”ﬂz d @ H #

nfi? i

—ip 'rrlfcosih';k) P

~692.553 5

Proposicion 6. Paracada @ >0y I<p<ew

Lipschitz clasicos Lip] (0’2]21

, los espacios de
definidos en la seccién 1 de

3
Vd
este capitulo estan continuamente inmersos en B, ¢O,Zp ]Z/‘

.
Demostracion. Claramente L7+ (0,2kaj (O’Zpr/.

4 BT PN
Resta ver que para cada felip) (O’ZF), Y Hi’ﬂ S(’VHN
<j 2(f)
Proposicion 7. Para cada @ > 0y I<p< o espacios
B (.20

= ~son estrictamente convexos.

f7g el;ap (Oazp]z

£ 1l

; pero esto se sigue del hecho que

Demostracion. Sean tales que
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Hf pa HgHP"’ N .Se sigue que
1
I +el,, <{+ ot ) =2
Entonces Hf+ gHW =2 es posible sélo si /=8 cd.

Denotemos por " al espacio lineal de dimensién finita
de todos los polinomios trigonométricos en dos variables

Tm (x,y):: Z chyke‘fxe‘ky

|_/|Sn ‘k‘gm

Usando esta notacién y la proposicién anterior, tenemos
el resultado siguiente no trivial:

Al
P
Corolario 6. Para cada feB, {O,Zp [2),\1 <p<® ya>0
i ik L - B
tal que % ¢ 1jke Z}CBa (0,2p[2) existe un pollno—

mio unico de la mejor aproximacién de I a Tom (0 2p[z

8220l

3. El Espacio De Hilbert & (szp]zz

(r

o)
En esta seccion se define un producto interior \V 18/

o

. ' 0, p[2
bajo el cual el espaao # se convierte en un
espacio de Hilbert. También se demuestra que el sistema

trigonométrico (2.5) es una base ortogonal de este espacio.

8, Q.20 Q.20

Escribiremos »en lugar de

Se prueba sin dificultad lo siguiente:

Proposicion 8. El funcional sesquilineal

(le)=(f ek ,+FSIF.ek

f.geB (oopl) o

1

. A =GR

un producto interior cuya norma asociada ' fa % 7
|

esiguala © %, Aqui

1k, = oy b § 76 2 4
(Faf |Fag)l,{ W

ZTEP xy,uvﬁgfxy,uu]d d g d
2p

Luego, B, {O,Zp F + esun espacio de Hilberty por lo tan-
to los resultados generales de los espacios de Hilbert se cum-
plen en este espacio (por ejemplo ver [4, Deutsch 2001].

Ensayos



Ahora probaremos que el sistema trigonométrico (2.5)

es una base ortogonal de este espacio.

a>0 3]

Proposicién 9. Sea

inx iy

e mneZ B,

que

(O 2p]2) El sistema trigono-
inx jimy

métrico % ¢ .m,neZJ es una base ortogonal de

8, (0.2
0.2p [2/ cuyos elementos tlenen las normas:

@) K, (n m)2 o™ ""y
|1 emh zmk|
H H
(ZPE.[ .[p (h2+k2)
Demostracion. Se tiene
(f‘ g):: (.f| g)L?ED)2 +(Faf ‘Fag)_f@“j‘ ) f}g IS Ba (0,2[)]2}

Se sabe que
mr imy i5x ny
(f‘g)Lc::“ ‘ )(Qp) Si}’ZZSym:Z
=0 en otro caso.
i5X _ify

Con f(x:y) e"e Wy’g(x J’)— e e

&g int by

—e

A T § , se tiene
115, 8)

_ Gv (einxeimy) | (eisxeity))

Ffxy.wy) =

nu i

g™ — g™

w7t L et iyt
ey _ L), nl»nler gt ot ved PR

LR e Sy e

e"“s"”li s"‘s“)e" "ﬁ e_"“s""j
(gp)‘ffff " bt 4 FHE

S o bien M #1,de donde sigue la orto-

que se anulasi ¥ 7

gonalidad.Si #=3Sy m=1 setiene

@18 1), = @ @) E ™),

D@_em mkﬁ o, —m.::) y
(5 + i )

(2p)’j L

de donde se sigue (4.1).

Cuando el sistema trigonométrico (2.5) es un subcon-

B, {020

junto de /, sus combinaciones lineales finitas,

es decir Ios polinomios trigonométricos, son densos en

B, (0 ZP]Z/ (ver el comentario que sigue al corolario 5). Por

inx ,imy
e mne ZJ, es una base ortogonal.

lo tanto )é
Ahora se sigue sin dificultad el planteamiento de la
teoria de desarrollos ortonormales en espacios de Hilbert

(por ejemplo ver [7, Jiménez 1989c]. Como caso particular,

g 2
) o fel
teniendo presente el teorema (4), una funcion 2p)?
, expresada en ese espacio mediante su desarrollo

OB W

los espacios de Lipschitz...

N > 4K, Gm)f <o
pertenece a 2 (O,Zp I siy s6lo si nmz

Conclusiones

Los espacios de Holder de funciones periddicas in-

P
tegrables B, ([O,Zp D, introducidos por Jiménez, pueden
ser igualmente definidos en el caso de funciones de dos

P
variables. Aqui se denotan por B] QO,Zp]Z)_

, .
Para todo @ >0, |os espacios B; (0’2'3[2/ son homo-

I<p<o l<p<w

géneos si y estrictamente convexos si

Y

2

. El espacio B, (O’ZD]Z) es de Hilberty si @ es "pequefo’,
inx imy .

entonces el sistema trigonométrico e mne ZJ

es una base ortogonal del espacio. Los resultados pueden

generalizarse a mas de dos variables.

Si bien el esquema de introduccién y demostraciones
de los resultados aqui presentados es muy similar al es-
quema de Jiménez en su articulo original, la férmula de
reduccién dgintegrales debe tomarse en [_ p’p]Z respecto
del pardmetro, lo cual resalta una diferencia significativa

con el caso unidimensional y con los espacios de Besov

Bibliografia

(1) J. BusTAMANTE Y M. A. JIMENEZ
2001 Series de Fourier y funciones de Lipschitz, Marga-
rita Matematica en Memoria de José Javier (Chi-
cho) Guadalupe, Universidad la Rioja, Espaia.

(2) J. BusTAMANTE Y M. A. JIMENEZ

2000  Trends in Holder approximation, Aportaciones
Matematicas, Serie de Comunicaciones, 27, 23-
31.

(3) E. W. CHENEY

1996  Introduction to Approximation Theory, McGraw-
Hill, New York.

(4) F. DeutscH

2001 Best Approximation in Inner Product Spaces, Ca-

nadian Mathematical Society, Springer-Verlag.
(5) M. A. Jimenez
1999 A new approach to Lipschitz spaces of periodic
integrable functions, Aportaciones Matematicas,
Serie Comunicaciones, 25, 153-157 (demostracio-

nes de los enunciados en el preprint del mismo

TEMAS | septiembre - diciembre 2003



titulo editado en la FCFM-BUAP).

(6) M. A. JiMENEZ

2000  Espacios de Banach homogéneos y funciones de
Holder, Preprintﬁesentado en el Seminario Inter-
nacional de Teoria de Aproximacion; Puebla.

(7) M. A. JIMENEZ

1989  Medida, Integracién y Funcionales, Pueblo y Edu-
cacion, La Habana.

(8) Y. KATZNELSON

1968  An Introduction to Harmonic Analysis, John Wiley
& Sons, New York.

(9) H. MirkIL

1960  Continuous translation of Holder and Lipschitz
functions, Can. J. Math, 12; pp 674-685.

(10) T. J. Rivuin

1969  AnIntroduction to the Approximation of Functions,
Dover Pub., New York.

TEMAS | septiembre - diciembre 2003

Ensayos



