Determinacion matemaéatica de distancias

con equipo GPS

El presente trabajo pretende dar a conocer de for-
ma un tanto sencilla, la utilizacién de modelos mate-
maticos en aspectos geodésicos, el objetivo de dar a
conocer la formulacion de ecuaciones de simple, do-
ble y triple diferencia, fundamentales para la determi-
nacion de las coordenadas de puntos terrestres
utilizando equipo GPS. Dentro de la aplicacion de la teo-
ria de ecuaciones en trabajos geodésicos, la solucion
de éstas se obtiene mediante software especial.

Comenzaremos a partir de la Ecuacion de Fase de
una onda electromagnética que se propaga en el espa-
cio en un tiempo t en un modelo ideal:

¢=2m‘§%—t§+2na (1)

donde:

Notas

¢ = Fase,
P = Distancia recorrida,
f = Frecuencia,
a = Numero entero,
¢ = Velocidad de la luz en el vacio,
t = Tiempo.
Ademas, la frecuencia se relaciona con la longitud
de onda mediante la expresion:

sustituyendo la expresién anterior en (1) obtene-
mos:

¢=2j p—tE+2na=2np—2mt+2na= 2mp - 27t + 2mha _ 2m(p —ct + Aa) _
A Oc O A A A A

¢:2/\—n(p—ct+}\a) (2)
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Notas

Como las ondas electromagnéticas se propagan a
la velocidad de la luz, podemos establecer la siguiente
relacion:

c=£

n (3)

donde el tiempo de recorrido de la onda es la dife-
rencia entre el tiempo del receptor en el momento de
recibir la sefial y el tiempo del satélite al emitirla, asi:

t=t, -t°
donde:

(4)

tl’
t* = tiempo del satélite
Sustituyendo (4) en (3) obtenemos:

= tiempo del receptor

p (=P 0

(5)

Si utilizamos el momento de emisién p =0 y
t =t°, de modo que :

¢E=%(O—cts+)\a)= ¢E=2)Tn(_(:ts+}\a)

Esta ecuacion para el instante de la recepcion
p=py t=t,setransformaen:

21

R :7(p_Ctr +Aa)

¢

Sustituyendo (5) en la expresion anterior:

Si tenemos ¢ = ¢ eNtonces los tiempos de sa-
télite y receptor se miden con los relojes incorporados
aambos, por lo que la incognita principalen (2) es p,
es decir, la distancia entre satélite y receptor (fig. 2). Es
importante recordar que, puesto que el indice de re-
fraccion de la atmésfera es mayor que la unidad, la ve-
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locidad de la luz en este medio difiere de la velocidad
en el vacio; expresandose como:

C=Cp—0OC

donde:
Cp = Velocidad de la luz en la atmésfera.

& = Variacion infinitesimal en la velocidad de la luz,
debida a la presencia de la atmosfera.
Por lo anterior, el término P de la ecuacion (5) queda:
C

siendo & un infinitesimal, (d:)zse considera cero,

asi:

B = ﬁ + 50

C Cyn %A

o, .
Hagamosa p— = At (retardo en la propagacion

de la onda) cA

B = ﬁ + At

C Cp

la ecuacion (5) queda:

t, =ts+%+m%ts+p+m U =t _ﬁ_m
A Ca Ca

donde la fase en el instante de la emision seréa:

H| H|
pe =2 D-CEtr - P —AtE+ Aag
A Ca 8
_2m
be _7(p_CAtr +CaLt+ Aa)

Sean S,, y Ry elsatélite My el receptor N respecti-
vamente. La diferencia de fases es:

Ayn =dwm (ts)_¢N(tr):¢M Er - p'\:N — Dty E“PN (tr)

c
(6)

Hay que sefialar que si bien los relojes tanto del sa-
télite como del receptor son sumamente precisos, no
puede asegurarse su sincronizacion; es decir para un
mismo instante, pueden marcar tiempos diferentes. Sea
w(t) el desfasamiento:

t, =t* +w(t) (7)



puede suponerse que w(t) es una cantidad peque-
fia. Aplicando el desarrollo de Taylor:
(d

P (t) = Pun (ts)"' Hﬂ(pMN )@V(t)

Por tanto, la ecuacién (6) puede deducirse:

(8)

Bu =272 o )+ & (o WOF-[ercr + 1)
1+ wey +2r8 °aty ) (9)

esta ecuacion se cumple para el instante t; desco-
nociéndose el valor del término 27a , al cual se le de-
nomina AMBIGUEDAD. La perturbacion Aty
también desconocida, pero puede ser modelada con

es

aproximacion.

Tomemos ahora el caso de dos receptores Ry, Rg
que reciben sefiales del satélite M (Fig. 3). Para cada
receptor puede formarse una ecuacion como (9). Res-
temos ambas ecuaciones:

+ 2 [ouo )~ P (] +27
(f "o - fN')+ 2mf S [Atyo )- Aty ()] +

e o o O

o E(I(pMO )Wo (t)'

2n{fN WN —f,"wo (t ( )J (10)

la ecuacion de esta forma se denomina de “simple

DAyno = 277(30 —ay )

diferencia”.

Analicemos el caso de dos receptores ( Ry, Rg )
captando simultdneamente sefiales de los satélites
(S.,Sy ) - Formando las ecuaciones de simple diferen-
ciay restandolas obtenemos:

Ayno ~Bino = 277(‘31NL ~anm )_277(30|_ ~aom )+

Z)TT[[POL (t)- Pou (t)] -2

TIT[PNL(t)‘ Pnm (t) —2rf
[AtNL _AtNM] +2nf[AtOL _AtOM] +

2

2 on O (o O0F- 27 5 (0 SO~

Las ecuaciones de esta forma se llaman “ecuacio-
nes de doble diferencia”.

21

Ayno =Bino = 27T(*"‘NL _aNM) 2"’(*"10|_ _aOM) e

2 (oo Mo )

[pov €)= pou €1- 5 [one 0 o €]

Para este momento, todavia queda sin solucion el
problema de la determinacién de la diferencia de am-
bigliedades. Para tal fin utilizamos las triples diferencias,
que consisten en considerar dos instantes (1, t,) y
formando para cada uno las ecuaciones de doble dife-
rencia. Restando estas se tienen:

SnomL = E’!% [POL (tl)_ Pom (tl)] -

%Tn[pOL (t2)~ oom (t,)] _% [one (t2) - o (2 )]@

Tomando las triples diferencias como observaciones
se puede estimar con exactitud la posicion relativa de
los receptores; y utilizando las ecuaciones de doble di-
ferencia con el valor obtenido anteriormente, se cal-
cula la diferencia de ambigiiedades. Después, utilizando
las diferencias simples o dobles se puede calcular el
vector de posicion entre los puntos Ny O.

Las ecuaciones de simple o doble diferencia pue-
den linealizarse, y determinar asi por minimos cuadra-
dos las incognitas Dx, DY, DZ.:

Y las correcciones a los relojes Wy (t) y Wo (t) se
obtiene la:
Ecuaciéon Geodésica de primer orden:

wy () =ap +ayt +a,t?

Wo (t)=Bo + Bt + Bot® | 1

donde las constantes o,a,,d5, By, By, B, se ob-
tienen del mensaje de navegacién del mismo GPS, ade-
mas de utilizar los ajustes lineales por medio de
minimos cuadrados .

La obtencion de las ecuaciones para la digitalizacion

Epor medio de fractales, ademas del procesamiento de

B

imagenes satelitales; da como resultado modelaciones
estructurales para la identificacion de datos especificos
(Fig. 4).

Nota: Los dos primeros términos contienen las di-
ferencias de ambigliedades, los términos tercero y cuar-
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TN[pNL (tl)_ Pnm (H)]@‘

Notas
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to contienen las distancias entre satélites y receptores
en el instante de la emisidn. Los retardos atmosféricos
(diferencias) estan en los términos quinto y sexto. Si
los receptores estan cercanos entre si se considera que
los retardos atmosféricos son iguales en ambas estacio-
nes, donde la diferencia entre los mismos se considera
igual a cero. Si wy (t)y wg (t)son constantes durante
la observacion, la ecuacion de doble diferencia se re-
duce a: diferencial geodésica de primer orden @)

Fig. 3
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