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INTRODUCCION

La tematica de la tesis concierne a la rama de la Matematica denominada Topologia,
particularmente se estudian aspectos de la teoria de hiperespacios via algunas propieda-
des topoldgicas relativas. A continuacién explicamos brevemente esta relacion.

En hiperespacios se sabe de la existencia del problema general: “conocer si alguna
propiedad topoldgica P que posea un espacio X se preserva en alguno o en algunos de
sus hiperespacios, y viceversa”.

Existe una gran variedad de posibilidades de considerar la propiedad P, por ejemplo,
puede ser alguna propiedad topoldgica relativa, cierta propiedad dinamica, una propie-
dad selectiva, etc. En este proyecto de tesis nos hemos propuesto estudiar sélo propieda-
des topoldgicas relativas. A grandes rasgos, la teoria de las propiedades relativas versa
sobre lo siguiente. Cada propiedad topolégica P en un espacio X, puede generar una
o mas de una propiedad relativa de ella, digamos Py, Ps, ..., P,, que se formulan en
términos de un subespacio Y de X, y que satisfacen la condicion de que cuando Y = X,
entonces, P = P; = Py = --- = P,. Entre algunas propiedades relativas que se han estu-
diado y han aportado grandes avances en topologia, encontramos las que provienen de
axiomas de separacion, de axiomas de numerabilidad, de diferentes tipos de compacidad,
de funciones cardinales, de selectibilidad, etc.

Ahora bien, en esta tesis pretendemos abordar el problema de hiperespacios descrito
al inicio del presente apartado, restringiéndonos, debido a lo amplio del tema, solamente
a las propiedades topoldgicas relativas concernientes a axiomas de separacion y compa-
cidad. Cabe senalar que el estudio de propiedades relativas en hiperespacios es un tema
actual de investigacion, el cual ha brindado frutos interesantes.

En suma, dada su importancia, en esta tesis se pretende realizar un analisis exhaustivo
de las propiedades relativas en axiomas de separacién y compacidad, con miras a aplicarlo
a algunos hiperespacios. El interés de realizar este trabajo radica en que nuestros alumnos
y profesores tengan al alcance una memoria autocontenida que contenga los resultados
fundamentales y mas sobresalientes de estos temas.

De manera general, el trabajo de tesis estd dividido en tres etapas. En la primera, es-
tudiaremos las propiedades relativas de los axiomas de separacion T;, Ty, regularidad y
normalidad, y algunas formas relativas de compacidad. En la segunda etapa, para algin
espacio topolégico X, se revisaran los resultados basicos y necesarios de su hiperespacio
CL(X), asi como de su subespacio Y, dotados con la topologia de Vietoris. Finalmente,
en la tercera etapa conjuntaremos los conocimientos adquiridos en las dos etapas ante-
riores y procederemos al andlisis de las propiedades relativas mencionadas previamente,
en dichos hiperespacios.
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1. MARCO TEORICO

La presente tesis se desarrolla en el area de la Matematica llamada Topologia. Los
temas que se examinan en este trabajo forman parte esencialmente de dos de sus lineas
de estudio, a saber, los hiperespacios y las propiedades topoldgicas relativas.

La teoria de los hiperespacios tiene sus origenes a principios del Siglo XX. Fueron F.
Hausdorff [10] y L. Vietoris [19] quienes comienzan el desarrollo de esta teoria. Uno de
los primeros hiperespacios que se definieron para un espacio topolégico X fue el de los
subconjuntos cerrados y no vacios de X, denotado por CL(X). Esto es,

CL(X) ={A C X : A esno vacio y cerrado en X}.

A CL(X) se le considera con la topologia de Vietoris, Ty .

Para definir dicha topologia, consideremos lo siguiente. Dados k € Ny Ay, As, ..., A
subconjuntos de X, (Aj, As, ..., Ag) denota el subconjunto de CL(X) definido como
sigue:

{AeCL(X): ACUf Ay AN A; #0, para cada i € {1,2,...,k}}.

La topologia de Vietoris es la topologia generada por la familia:
By = {(U1,Us,...,Uy) : Uy, Us, ..., Uy son subconjuntos abiertos en X y k € N}.

Una demostracién de que By es una base para 7y, se puede consultar en |13 Teorema
1.2].

Si bien el hiperespacio (CL(X), 1) es un espacio interesante de estudiar, también lo
son sus subespacios, y en esta tesis en particular, el siguiente es de nuestro interés. Sean
X un espacio topolégico y Y un subconjunto no cerrado de X. Se define el subespacio
de CL(X):

Y ={F CY:F escerrado en X}.

La definicién de este espacio originalmente fue presentada en [1] y se le denoté por
F(Y, X). Sin embargo, por conveniencia, usamos el simbolo Y, como se utiliza en [7].

Es importante destacar que se pueden definir mas hiperespacios a partir de un mismo
espacio X. Por mencionar algunos, C'(X), el hiperespacio de todos los subconjuntos
conexos de X; F,(X), con n € N, el hiperespacio de todos los subconjuntos de X que
tienen a lo mas n puntos, etc. Podriamos englobar todos los hiperespacios de X (o
muchos de ellos) con el simbolo genérico H(X). A su vez, también es necesario indicar
que a los hiperespacios se les puede dotar de otras topologias y no sélo la de Vietoris.
Por ejemplo, la topologia de Fell, la topologia hit-and-miss, etc. En este trabajo de tesis
nos enfocamos al estudio de los hiperespacios CL(X) y Yt con la topologia de Vietoris.

Por otro lado, es conocido que dentro de la Teoria de hiperespacios se tiene un pro-
blema de indole general. Lo destacamos a continuacion.
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(*) Dados un espacio topolégico (X, 7) y un hiperespacio de X, (H(X), 7v), estudiar
las posibles conexiones entre las proposiciones siguientes:

(1) (X, ) tiene la propiedad P;
(2) (H(X),7v) tiene la propiedad P.

para alguna propiedad topoldgica P.

El problema en (x) se interpreta de la siguiente manera. Si un espacio topolégico
X cumple o posee una cierta propiedad P, entonces, como una buena tarea, se puede
investigar si alguno de sus hiperespacios, H(X), también preserva la propiedad P, y
reciprocamente, si un hiperespacio H (X ), satisface dicha propiedad, indagar si el espacio
X también la posee.

Como ejemplo del problema () encontramos el siguiente resultado debido a E. Michael
(vea [15, Teorema 4.9]), donde la propiedad P es de indole muy variada.

TEOREMA 1.1. Para un espacio topologico X se cumplen las siguientes propiedades.

1. Si X es Ti, entonces (CL(X), 1) es T.
2. X es regular si y sélo si (CL(X), ) es Hausdorff.
3. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es normal;

(b) (CL(X),7y) es completamente regular;

(¢) (CL(X),7y) es regular.
4. X es compacto si y sélo si (CL(X), 1) es compacto.
5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es compacto y metrizable;

(b) (CL(X),7v) es compacto y metrizable;

(c) (CL(X),7y) es metrizable.

Por otra parte, a continuacién hacemos un breve bosquejo de la otra linea de estudio
en la que estamos interesados en el presente trabajo de tesis. A saber, la teoria de las
propiedades topologicas relativas.

En [4], A. V. Arhangel’skii y H. M. M. Genedi, introducen una amplia gama de
propiedades para un espacio topoldgico, a la cual actualmente se le denomina como
teoria de propiedades topoldgicas relativas. En particular, en ese articulo fueron definidos
varios tipos de propiedades relativas referentes a los axiomas de separacion asi como a
la compacidad y a algunas de sus variantes. Una exposicién sumaria de este tema puede
encontrarse en [2].

Una propiedad topoldgica relativa se define para un espacio topolégico X y un subes-
pacio Y C X y a grandes rasgos, es aquella que generaliza una propiedad global del
espacio, en el siguiente sentido: cuando Y coincide con X, entonces la propiedad relativa
debe ser la misma que la global. Se emplea el término relativizar una propiedad de X.
Por ejemplo, una relativizacién de la compacidad es la siguiente.



PROTOCOLO DE TESIS DE FERNANDO FREDY BASTIDA ARELLANES 4

DEFINICION 1.2. Dado un espacio topolégico X y un subespacio Y de X, decimos que
Y es compacto en X si cualquier cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita para

Y.

Note que, efectivamente, si Y = X, estamos hablando de la propiedad usual de compa-
cidad. Observe, ademas, que hemos dicho “una relativizacion de la compacidad” debido a
que dada una propiedad topolégica P, pueden existir Py, Po, ..., P, propiedades relativas
de P. Notemos otra version relativa de la propiedad de compacidad.

DEFINICION 1.3. Dado un espacio topolégico X y un subespacio Y de X, decimos que
Y es internamente compacto en X si cada conjunto Z C Y cerrado en X, se tiene que
Z es un espacio compacto.

Otros ejemplos de propiedades relativas de un espacio los encontramos en la siguiente
definicion.

DEFINICION 1.4. Sean X un espacio topoldgico y Y un subespacio de X . Se dice que:

a) Y es T} en X si para cada punto y € Y el conjunto {y} es cerrado en X.

b) Y es Hausdorff en X si cualesquiera dos puntos distintos 3; y y2 de Y pueden ser
separados por conjuntos ajenos y abiertos en X.

¢) Y es fuertemente Hausdorff en X si cualesquiera dos puntos distintos y € Y y
x € X pueden ser separados por conjuntos ajenos y abiertos en X.

d) Y es normal en X si para cada par de conjuntos ajenos A y B cerrados en X,
existen conjuntos ajenos U y V abiertos en X tales que ANY CUy BNnY CV.

Ahora recordemos el siguiente hecho de topologia general.

TEOREMA 1.5. [8, Teorema 3.1.9] Sea X un espacio Hausdorff. Si X es compacto,
entonces X es un espacio normal.

Resulta natural la pregunta: jes posible reemplazar en el Teorema las propieda-
des de compacto y normal por alguna propiedad relativa? El siguiente teorema da una
solucién a esta cuestion.

TEOREMA 1.6. [2, Teorema 34| Sea X un espacio Hausdorff. Si Y es compacto en X,
entonces Y es normal en X.

El Teorema representa lo que llamamos versiones relativas del Teorema [L.5] En
conclusion, un problema de interés en esta linea de estudio, es encontrar, en caso de que
sea posible, versiones relativas de las versiones absolutas de los resultados en topologia.
La importancia de este problema recae en que cada version relativa demostrada sera
una generalizacién del enunciado relativizado. Con todo esto queda mostrado el uso y
la importancia del estudio de las propiedades relativas en espacios topoldgicos.

Ahora bien, una pregunta obligada es si se pueden atacar los problemas clédsicos de
hiperespacios via propiedades topoldgicas relativas. Para precisar esta cuestion, conside-
remos la parte 4 del Teorema [1.1]
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TEOREMA 1.7. Si X es un espacio topoldgico, entonces X es compacto si y sélo si
(CL(X), ) es compacto.

Con esto, nos preguntamos si en el Teorema la propiedad de compacidad puede
ser reemplazada por una propiedad relativa de compacidad, ya sea X, en CL(X) o en
algiin otro hiperespacio. Restringiéndonos al subespacio Y de CL(X), lo anterior se
puede plantear de manera general como sigue (vea [7]).

PROBLEMA 1.8. Sean X un espacio topoldgico 77 y Y un subconjunto no cerrado de X.
Analizar las posibles relaciones entre las siguientes proposiciones:

(a) Y tiene la propiedad R en X;
(b) Y tiene la propiedad R en CL(X),

donde R es alguna propiedad topoldgica relativa.

Cabe senalar que al atender el Problema [1.8| se estd haciendo un aporte al Problema
(%) que, como hemos mencionado, es de indole general en la teoria de los hiperespacios.

Terminamos esta seccién mencionando que el lector interesado en temas de hiperes-
pacios puede consultar las fuentes [11-17], en donde a su vez encontrard muchas otras
referencias. Sin embargo, para la teoria de propiedades topolédgicas relativas sélo es po-
sible encontrar estudios aislados y dados de manera muy general en |4] (en Ruso), [2]
(exposicién sumaria y rudimentaria). Conviene decir que con el paso de los anos, se han
introducido nuevas propiedades topoldgicas relativas, las cuales pueden ser consultadas
en las referencias [3,/5(69,/18], por mencionar algunas.

2. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

El estudio del Problema con la finalidad de realizar aportes nuevos, conlleva a
poseer un amplio conocimiento de la teoria de las propiedades relativas topoldgicas y de
la teoria de hiperespacios. Estas son ramas extensas de la topologia que se estudian a
través de libros especializados y de articulos de rigurosa investigacién. Tanto alumnos
como profesores, con mucho interés en estudiar estos temas, pero con poca experiencia
en los mismos, se enfrentan con la dificultad de contar con material asequible de apoyo
que les aproxime a disminuir la ausencia de conocimiento. Es evidente que esto resulta
ser un problema cuando se aspira a realizar estudios de investigacion con miras a un
avance progresivo.

Por los motivos previamente expuestos, en el presente trabajo de tesis se pretende
realizar una recopilacién de los resultados que consideramos fundamentales y méas so-
bresalientes de la teoria de propiedades topolégicas relativas en hiperespacios, tomando
como base el articulo de investigacién [7], y presentdndolos de manera conjunta, en una
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memoria autocontenida y detallada, con la finalidad de brindarle a los interesados, un
material que contemple las bases para un mejor y mayor entendimiento del Problema

L8

3.  JUSTIFICACION

La Topologia es bésica en la formacion de todo matematico pues es esencial en la
fundamentacién de una gran cantidad de nociones en diversas ramas de la Matematica.
De igual forma, se conoce que sus aplicaciones en otras areas del conocimiento son de
gran relevancia. Una de las ramas de sumo interés dentro de la Topologia es la teoria
de hiperespacios que desde sus inicios ha sido estudiada por bastantes investigadores.
No menos importante, esta la teoria de propiedades topoldgicas relativas, que al igual
que otras areas, conlleva investigacion actual. De este modo, al realizar una memoria
autocontenida de los temas y problemas que se han planteado estudiar en esta tesis, se
estd cubriendo una ausencia de material basico y fundamental dentro de otros problemas
de indole general en la Teoria de los hiperespacios. No estd demas subrayar que esto
garantiza disminuir la carencia de conocimiento en investigacién que esta a la vanguardia.

Por otra parte, la mayoria de las nociones que se contemplan analizar en este trabajo
de tesis, no se atienden en un primer curso de Topologia, por ello, consideramos que
realizar este trabajo ayudara principalmente a la formacién del estudiante y se tendra
una memoria autocontenida al alcance de los interesados en el tema.

Debemos destacar que solamente se cuenta con el trabajo [7] como guia y referencia
para el estudio de las propiedades topoldgicas relativas en hiperespacios. De esta forma,
cualquier aporte que se haga sobre el tema tendra una gran ganancia en su desarrollo.

4. OBJETIVO GENERAL Y OBJETIVOS ESPECIFICOS

A continuacién presentamos los objetivos, tanto general como especificos, que se per-
siguen en este trabajo de tesis.

Objetivo general: Realizar una memoria autocontenida y detallada del anélisis de
los resultados fundamentales, concernientes a las propiedades relativas de los axiomas
de separacion y de compacidad, desde el punto de vista de la teoria de los hiperespacios.

Objetivos especificos:
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. Analizar las propiedades relativas de los axiomas de separacion T;, Ty, regularidad

y normalidad.

Estudiar las propiedades relativas de la compacidad.

Realizar un estudio elemental del hiperespacio CL(X) y de su subespacio Y,
ambos dotados con la topologia de Vietoris 7y .

Aplicar el conocimiento aprendido en los objetivos especificos 1 y 2 a la teoria de
hiperespacios.

5. METAS

Las metas que se persiguen obtener para lograr los objetivos, tanto general como
especificos planteados, son las siguientes.

Que el estudiante:

1.

Recopile material bibliografico suficiente tocante a los aspectos de topologia ge-
neral, propiedades relativas e hiperespacios.

. Reafirme su formacion en los temas principales de topologia general, particular-

mente, en el drea de hiperespacios y propiedades topoldgicas relativas.

Adquiera los conocimientos de las propiedades relativas de los axiomas de separa-
cién. Se incluye la escritura.

Obtenga los conocimientos de las propiedades relativas de compacidad. Se incluye
la escritura.

. Cuente con los conocimientos del hiperespacio CL(X) y de su subesapcio Y. Se

incluye la escritura.
Redacte de manera detallada las aplicaciones de la teoria de propiedades relativas
a los hiperespacios.
Colabore activamente, con sesiones periddicas, en el seminario de tesis Temas de
topologia, registrado ante la direccion de nuestro Instituto de Fisica y Matematicas.

6. METODOLOGIA

Los métodos para realizar esta tesis seran practicamente los mismos durante cada una
de las etapas planteadas en las metas. Al ser un trabajo tedrico, el alumno se encargara
de preparar, lo mas completo posible, la mayor cantidad de los temas a estudiar. Contara
con el tiempo necesario para realizar exposiciones, de manera alternada, al director de
tesis y al codirector, fungiendo estos como guias en la adecuada orientacién y resolucién
de las dudas que le surjan al alumno.
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Especificamente, el alumno procedera, tanto en sus exposiciones como en la escritura,
de la siguiente forma. Comenzard el estudio de las propiedades topoldgicas relativas a
los axiomas de separacion y a la compacidad. Despues se dedicara al analisis de la teoria
fundamental de hiperespacios. Posteriormente conjuntara todo este conocimiento en el
analisis detallado de las propiedades relativas en hiperespacios.

7. INDICE PRELIMINAR

1. Introduccion.
2. Preliminares.
2.1 Nociones de teoria de conjuntos.
2.2 Conceptos béasicos de topologia.
2.3 Conceptos basicos de hiperespacios.
3. Axiomas relativos de separaciéon y compacidad.
3.1 Axiomas relativos 17 y T5 y sus propiedades.
3.2 Axiomas de regularidad y normalidad y sus propiedades.
3.3 Axiomas relativos de compacidad y propiedades.
4. Axiomas relativos de separacion y compacidad en hiperespacios.
4.1 El hiperespacio Y.
4.2 Axiomas relativos T} y Tp de Y™ en CL(X).
4.2 Axiomas relativos de regularidad y normalidad de Yt en CL(X).
4.3 Axiomas relativos de compacidad de Y™ en CL(X).
Conclusiones.
6. Bibliografia.

ot

8. CRONOGRAMA DE ACTIVIDADES

La siguiente grafica de Gantt muestra la calendarizacion de las actividades que se
desarrollaran para elaborar la tesis, durante el tiempo de trabajo.
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Dic 2020
Ene 2021
Feb 2021
Mar 2021
Abr 2021

May 2021
Jun 2021

Actividades

Recopilacion de material bibliografico

Estudio de nociones basicas de topologia

Estudio de axiomas relativos de separacion

Estudio de compacidad relativa

Estudio de hiperespacios

Estudio de aplicaciones de las propiedades relativas en hiperes-
pacios

Escritura de la tesis

Revisién del escrito

Defensa de tesis

A continuacién indicamos las principales referencias en las que basamos nuestro tra-
bajo.
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