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Resumen. Este articulo, da un panorama de como se aplica la teoria de regu-
larizacion para la solucién del problema de imagenes con dominios perdidos.
Lo cual se logra a partir del analisis y descripcion del problema real, obtenien-
do el planteamiento tedrico y matematico, para plantearlo como un problema
inverso, y se muestra que la solucién al problema es equivalente a encontrar
la solucién del problema de Neumann para la ecuacion de Euler (D
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2 SiviA REYES MORA, YESSENIA HERNANDEZ PEREZ.

1. Introduccién.

El objetivo del trabajo es dar una visién més completa de la relacion existente entre las
matematicas y la computacién en un tema de gran interés como lo es el problema de la
reconstrucciéon de imégenes con dominios perdidos, presentando la base matemética que
lo sustenta y la evidencia que hace que este problema sea mal planteado en el sentido de
Hadamard, por tal razén se analiza un método de regularizacién para aproximar a la solu-
cion mediante el método de regularizacion por variacion total. El articulo se desarrolla de
la manera siguiente: En el Capitulo 2 (Conceptos bésicos), se exponen conceptos de imé-
genes digitales, asi como las definiciones de: problema inverso, la delta de Dirac, calculo
variacional y regularizacién, los cuales son importantes para la comprensién y desarrollo
del trabajo. En el Capitulo 3 (Reconstruccion de dominios perdidos en imagenes), inicia-
mos explicando cuales son las imégenes con el problema de dominios perdidos, lo que nos
ayuda a comprender el problema a resolver, posteriormente, damos pie al planteamiento
matematico de nuestro problema. El cual resolveremos de manera tebrica apoyandonos
de los conceptos previos, donde veremos que el problema de reconstruccién de imégenes
con dominios perdidos es un problema inverso mal planteado, por lo que implementamos
una estrategia de regularizacién, para lo cual utilizamos la regularizacién por variacién
total; lo que permite obtener una solucién aproximada del problema, concluyendo que
encontrar la solucién al problema es equivalente a encontrar la soluciéon del problema
de Neumann para la ecuacion de Euler-Lagrange. Finalmente en el Capitulo 4 (Solucién
numeérica), desarrollamos el método numérico iterativo explicito de Euler-Lagrange pa-
ra dar solucién a la ecuacion de Euler-Lagrange con condicion de frontera de Neumann
previamente obtenida.

2. Conceptos basicos

Se presentan los conceptos basicos acerca de las imagenes digitales y los conceptos de
matematicas que utilizamos para el desarrollo de los capitulos posteriores.

2.1. Conceptos basicos de imagenes digitales.

Definicion 2.1. Matemaéaticamente, una imagen bidimensional u es una funcién de dos
variables (z,y) es decir,
u:Q—P

u(r,y) = a,a €P,

donde Q C R?, x e y son las coordenadas en el plano, que definen puntos sobre la imagen,
P es el conjunto de valores de las diferentes tonalidades de la imagen.

De esta definicién se concluye que:

» 0 <u(z,y) < oo, Vz,y € RZ

o oo u(x,y) dedy existe.

[Revista Integracion



Método de regularizacion por variacion total, para el problema de reconstruccién de imagenes con dominios perdidos.3

Una imagen digital estd formada por un ntamero finito de elementos llamados pixeles,
donde cada pixel tiene una posiciéon y un valor a que pertenece al conjunto P, que es
el conjunto de valores de las diferentes tonalidades que pueden estar presentes en la
imagen, donde cada pixel tiene un valor que representa una tonalidad en la imagen.
Asi, la discretizacion de una imagen continua u(z,y) genera una imagen digital discreta
u(m,n), con M columnas y N filas, la cual es un conjunto de puntos en el plano, donde
(m,n) son coordenadas discretas, 0 <m < M y 0 <n < N.

Nuestro trabajo se enfoca en iméagenes monocrométicas particularmente en imagenes en
escala de grises de 8 bits, por lo que el conjunto P = {0,1,2,...,28 =1} = {0, 1,2, ..., 255}
esta formado por 256 tonalidades, donde 0 representa el color negro, 255 el color blanco
y los valores entre 0 y 255 las diferentes tonalidades de grises del més oscuro 0 al més
claro 255 que pueden estar presentes en la imagen, es decir el valor que puede tener
un pixel sobre la imagen. Aunque en este trabajo se tratan principalmente imégenes
monocromaticas, los procedimientos aqui descritos también aplican para imégenes a color,
puesto que estos solo se diferencian en que la intensidad de cada color se almacenan en
matrices independientes ([5]).

3. Delta de Dirac.

La delta de Dirac denotada como (), es empleada en el procesamiento de imagenes,
debido a que puede representar de manera matematica, una fuente de luz puntual que
ocupa una regioén pequena, la cual actia en un instante sobre un elemento de la imagen.
La importancia de la delta de Dirac esta en que puede tomar valores grandes en un in-
tervalo muy pequeno, permitiendo modelar diferentes fenomenos; por ejemplo, la presion
originada al aplicar una fuerza sobre un punto, al momento de golpear una pelota con
un bate, en el golpe de un martillo, en el instante que actia una fuente de luz sobre un
elemento de la imagen, entre otros; por lo que una de sus caracteristicas es ser cero en
casi todo punto excepto en un punto donde su valor es infinito. La delta de Dirac tiene
sus origenes en 1930 y es Paul Dirac quien la investigo; por su parte, en 1948, Laurent
Schawartz estableci6é la Delta como una distribucién, es decir, un funcional que asigna
a cada funcién un numero real o complejo, con ciertas condiciones de continuidad. La
distribucion delta de Dirac se puede definir como ([12]):

+oo +o0o
/ 0(xz)dzr = lim 0c(x) dx,

—00 =0t J_

donde d.(x) es cualquier funciéon de z, constante a pedazos, que satisface:

0, si z=#0;
lim 6.(z) =

—0+ :
€ +o00, si x=0;

/+0<> Oc(z) dx = 1.

— 00

y tal que:

La propiedad més importante de la delta de Dirac es la propiedad de muestreo integral,
la cual dice que para cualquier funcién f continua en una vecindad del origen se cumple
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4 SiviA REYES MORA, YESSENIA HERNANDEZ PEREZ.

que:
/_ 5(x) () dir = £(0); 1)

por tal la §(z) es considerada una distribucion o funcién generalizada la cual posee ciertas
propiedades. Existen diferentes sucesiones d. para representar a la delta, una de ellas se
mostraré en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 3.1. Consideremos la sucesion de funciones siguiente:
n, si lz] < i, n > 0;
0, en otro caso.

Como podemos ver en la Figura 1, cuanto mas grande es el valor de n, el drea bajo la
curva de la funcién se parece a un rectdngulo cada vez mas angosto con respecto a su
base y de mayor altura, cabe resaltar que el area bajo la curva de d,,(x) siempre es uno.

5.51
On(x)
A
4.
14
3.
n=>5
2.
1 n=22
n=1
1
n=—
2 1
A n=-
Area =1 4
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3X

Figura 1. Representacion para n funciones de la d,. Fuente: Elaboracién propia.

De esta forma, la distribucién delta de Dirac satisface:

+o00 = 1
/ On(z) dx = lim ndr = lim n () =1, n>0.
n—oo [_ 1 n—o00 n

—00 5n
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Método de regularizacion por variacion total, para el problema de reconstruccién de imagenes con dominios perdidos.5

De lo anterior, podemos definir la distribucion delta de Dirac como:

0(z) = lim 0, (x). (2)
n—oo
Asi, paran = 1,2, ..., se pueden construir funciones d,,, las cuales se aproximan cada vez

mas a las propiedades que definen a la delta. Como observamos una distribucién delta
describe adecuadamente a los fenémenos que presentan impulsos en ciertos puntos.

El hecho de considerar una funcién generalizada para representar una imagen, es debido
a que una imagen puede ser considerada una funcién sobre un conjunto acotado.

3.2. Calculo de variaciones.
En este trabajo, el cdlculo variacional nos permite encontrar v que minimice el modelo
de la regularizacién por variacién total para el problema de dominios perdidos.

El célculo variacional es el campo del calculo que se ocupa de funciones en espacios
vectoriales. Un problema variacional es aquel que nos permite encontrar el valor maximo
o minimo de un funcional continuo J definido sobre un espacio de funciones F'.

Definicion 3.2. Dado F' un espacio de funciones, un funcional J se define como:
J:F—R
u=J(u).

A nosotros nos interesa calcular el minimo de un funcional, es decir nos interesa saber la
primera variaciéon del funcional.

Definicion 3.3. La primera variacién del funcional J en el punto u y en la direccion
w € F se define como:

0J(u;w) = lim 4 J(u+ ew). (3)

e—0 de

3.3. Problema inverso.

Nuestro interés en los diversos fenémenos de nuestro entorno nos llevan a resolver pro-
blemas en los que conocemos las causas y necesitamos conocer las consecuencias; pero
también conocer las causas a partir de los efectos observados. En este contexto se pre-
sentan los llamados problemas directos y los problemas inversos, los cuales no tienen una
definicion estricta, pero si tienen un concepto general en la comunidad cientifica.

Podemos decir que un problema directo consiste en hallar un resultado o un efecto y =
Kz, a partir del conocimiento de una causa z y del proceso o modelo K.

De esta forma, cada problema directo sugiere dos problemas inversos:

» Hallar la causa x a partir del conocimiento del efecto y y del modelo K.

= Hallar el modelo K, a partir del conocimiento de una cantidad considerable de
causas y efectos. Este se llama problema inverso de identificaciéon del modelo K.

Vol. XX, No. XX, XXXX]



6 SiviA REYES MORA, YESSENIA HERNANDEZ PEREZ.

3.4. Problema bien planteado.

A los problemas inversos o a los problemas directos los podemos clasificar como problemas
bien planteados o problemas mal planteados en sentido de Hadamard. Matemaéaticamente
formulamos la definicién de buen planteamiento como sigue:

Definicién 3.4. Sean X, Y espacios normados y K : X — Y un operador (que puede ser
lineal o no lineal). El problema inverso de hallar x a partir del conocimiento de K e y,
que se escribe como Kx = y, es bien planteado si satisface:

1. Yy €Y, existe al menos un x € X tal que Kz = y; Existencia.
2. Vy €Y, existe a lo mas un x € X tal que Kx = y; Unicidad.

3. La solucion = depende continuamente de y, es decir para cada sucesion {z,} C X

con lim Kz, = Kz, se cumple lim x, = z; Estabilidad.
n—oo n—oo

Las ecuaciones que no cumplan al menos una de estas propiedades son llamadas mal
planteadas ([7]).

Ejemplo 3.5. Consideraremos la ecuacién de Fredholm de primer tipo definida como:

d
| K@iy = @), a<a<b (4)

donde K : [a,b] X [¢,d] — R una funcién continua, d una funcién continua en [a,b] y
u una funcién continua en [c, d]; el problema consiste en determinar una funcién u que
satisfaga la ecuacion (4), a partir de los datos conocidos K y d, el cual es un problema
mal planteado en el sentido de Hadamard. Considerando la relacion Kz = y, dada en el
planteamiento (?7?) y de la definicién de buen planteamiento tenemos que K : X — Y es
el operador integral que relaciona el espacio X = Clc,d] y el espacio Y = Cla, b], donde
X e Y estan dotados de la norma infinito:

[fllo 7= méx [f(z)].

z€la,b]

Este mal planteamiento del problema se debe a que el problema es inestable. Una for-
ma de verificarlo es mostrando la existencia de una sucesion convergente {d,, }°2; tal
que ||dy, — do||o — 0 pero que [ju, — ug|, - 0. Para ello consideraremos la siguiente
sucesion:

un(y) = uo(y) + ncos(n?y), ¥n € NU {0},

tal que:
d
d(e) = [ K(zg)unly)dy, ¥ € NU{0),

Luego calculando:
[l = doll o -

[Revista Integracion



Método de regularizacién por variacién total, para el problema de reconstruccién de imédgenes con dominios perdidos.7

Por una parte tenemos:

d d
dn(z) — do(z)| = / K (2, y)un(y)dy — / K (2, y)uo(y)dy

d
- / K (2, y)(un(y) — uo(y))dy

- / K (z,y)(uo(y) + ncos(n’y) — uo(y))dy

d
= / K (z,y)ncos(ny)dy

Integrando por partes:

= [iK(z y)sen(n’y) ]j %/ 8€n(n29)dy
- % ([K(m y)sen(n?y)] / sen(n y)é@)‘
d(?K( Y)

= % ‘[K(m y)sen(n y)}d /C By ——2 sen(ny)dy| .

Asi:
1 K(x
ldn — dol|, = méx — |[K(z,y)sen(n’y)] / 0 sen(n y)dy|,
z€la,b] N
luego:
d
s L 2 d _ 8K(x’ y) 2
Jim | méx — (K (z,y)sen(n’y)] / gy enln y)dy
1 oK
< lim — |K(x,d)sen(n®d) — K (z,c)sen(n’c) —/ %sen(rﬁy)dy ,
o0 n c Y

por desigualdad triangular:

d
oK
< lim — <|K x, d)sen(n’d) ‘—&— ’K x,c)sen(n’c ’—|— / Msen(rﬂy)dy
n—oo N c 8y

)

como K es continuo sobre un compacto, existe un ntimero positivo M tal que |K(z,y)| <
M, Vzx,y, también se sabe que |senz| < 1 Vz € R, por lo tanto concluimos que:

‘K(m,d)sen(nQd)’ <c ¥y ’K(l‘ c)sen(n? c)’ < c¢o,

Vol. XX, No. XX, XXXX]



8 SiviA REYES MORA, YESSENIA HERNANDEZ PEREZ.

donde c; y ¢y son constantes. Luego tenemos que:

d d
K K
/ 3 (xyy) Sen(nzy)dy S / 8 (l’,y) dy )
c y e Oy
por una parte tenemos ‘%Z’y)’ < N luego,
/ RECN) P P
. oy Y= '

Asi concluimos que:

sen(ny)dy
n—oo M

/d aKa(z,y)

(&

= lim 1 <|K(x,d)sen(n2d)| + | K (2, ¢)sen(n’c)| +

)

1
< lim —(¢1 + 2+ N)

T n—oon

1
= lim =V =0,
n—oo n
donde V = ¢; +c2 + N es una constante, asi para n suficientemente grande dy y d,, estan
cerca. Por otra parte,

; Y . 2
Jim Jlun(y) —wo(®)ll = lim méx |[ncos(n?y)|

_ 17 2
= nlgl;on |cos(n’y)|

= Q.

Como podemos observar un pequeno error en los datos, produce un gran error en la
solucién exacta u, asi nuestro problema inverso es inestable, por lo cual, dicho problema
es mal planteado.

Una forma de resolver este tipo de problemas es por medio de una estrategia de regula-
rizacién, donde la idea principal es aproximar el problema mal planteado mediante una
familia de problemas bien planteados ([7]); asi el objetivo es encontrar una familia de
operadores acotados R, : Y — X, que aproxime puntualmente al operador inverso
T~':R(T) — X . Por lo cual necesitamos conocer la teoria basica de la regularizacion.

3.5. Regularizacion.

El problema de reconstruccién de imégenes con pérdida de informacién es un problema
mal planteado, por lo que es necesaria una estrategia de regularizacién para dar solucién
al problema, la cual nos va permitir construir una solucién aproximada estable, debido
a que ningtn método matematico puede hacer estable un problema inestable.

Por un lado tenemos que muchos de los problemas inversos pueden ser planteados ope-
racionalmente como:
Kx =y,

[Revista Integracion



Método de regularizacion por variacion total, para el problema de reconstruccién de imagenes con dominios perdidos.9

donde K : X — Y un operador (que puede ser lineal o no lineal), y X, Y espacios
normados, luego el objetivo de implementar una estrategia de regularizaciéon es encontrar
una aproximacién z°, a la solucién exacta x; donde 3° es una perturbacion de y, con un
error pequeno tal que:

ly 9’| <&

Asi, el objetivo es resolver la ecuacion:
Kxd =y°.

Esto implica poder calcular una aproximacion x° de la solucién exacta z de la ecuacién
Kz =y es decir, se desea que z° dependa de manera continua de y°. Por lo que nos intere-
sa encontrar operadores lineales y acotados R, : Y — X que aproximen puntualmente
al operador inverso no acotado K !,

Definicion 3.6. Una estrategia de regularizacion es una familia de operadores lineales y
acotados

R,:Y — X, a>0,

tales que:
lim Ry,Tu =u, Yuée X;
a—0

es decir, el operador R, T converge puntualmente a la identidad ([7]).

Teorema 3.7. Sea R, una estrategia de reqularizacion para un operador compacto T :
X — Y donde la dimX = oo. Entonces se concluye:

= Los operadores R, no son uniformemente acotados con respecto a «; esto es, existe
una sucesion de a; — 0 tal que ||Ra7. || — 00 cuando j — 0.

» La familia de operadores R, Tx no converge uniformemente sobre subconjuntos aco-
tados de X ; es decir, no existe una convergencia R,T a la identidad en la norma
del operador.

Definicién 3.8. Una estrategia de regularizacion oo = a(0) es llamada admisible si «(J) —
Oy
sup { ||Ra(syy® —z|| 1 ¥° €V, ||[Kz —y°|| <6} =0, 6 =0,

para cada =z € X.

Los métodos de regularizacién empleados son los métodos de regularizacion esténdares o
numéricos y el método de regularizaciéon de Tikhonov, uno de los més empleados para la
solucién de sistemas lineales mal planteados y problemas lineales de minimos cuadrados.
Una caracteristica de los métodos de regularizacién, para problemas de minimizacién
por minimos cuadrados es el pardmetro de regularizacion, el cual se encarga de controlar
el peso dado a la minimizacién, es decir, busca disminuir el error de minimizacién y
regularizacion.

Vol. XX, No. XX, XXXX]



10 Sitvia REYES MORA, YESSENIA HERNANDEZ PEREZ.

3.6. Regularizacién por variacion total.

La regularizacion por variacion total (VT) es un problema variacional, donde la solucién
al problema consiste en la minimizacién de un funcional, que en nuestro caso es la varia-
cion total de una imagen, lo que nos ayuda a encontrar una aproximacién a la imagen
original. Es decir, en nuestro problema tenemos una imagen danada uy y necesitamos
encontrar una imagen u la cual va ser similar a uy pero con menor variacién total.

La forma mas general de analizar un problema es en su forma continua, debido a que la
solucién del problema es independiente de la discretizaciéon del problema o del algoritmo
numeérico que se emplee para su solucién, razén por la cual empleamos el método de
regularizacion por variaciéon total en su forma continua. La variacion total para una
imagen u se define como el operador:

VT (u) :/ |[Vu(z)|dz, Q CR" abierto, (5)
Q

donde u se define sobre el dominio acotado 2 C R™ — R. El uso de la variacién total como
un término de regularizacién en problemas de imagenes es motivado por su capacidad
para recuperar las discontinuidades de la imagen, lo que justifica su uso en diferentes
campos del procesamiento de imégenes como la eliminaciéon de ruido, el flujo 6ptico,
la restauracion de imagenes, reconstruccion de imagenes en dominios perdidos que es
un proceso para restaurar pérdidas de informacién, o remover objetos senalados en la
imagen, para HSI (tono, saturacion, intensidad) se utiliza al momento de descomprimir
una imagen, para cubrir los detalles perdidos al momento descomprimir una imagen
hiperespectral®, reconstruccién de superficie, segmentacion, entre otros. La variacion total
tiene propiedades de semi-continuidad, convexidad y homogeneidad, lo cual es tutil al
definir su minimizacién.

Las caracteristicas mas importantes de la regularizacion por variacion total son ([15]):

= Preserva las ubicaciones de los bordes.

= El cambio de intensidad es inversamente proporcional a la escala de las caracteris-
ticas locales, razon por la cual la variacién total puede eliminar el ruido en regiones
pequenas sin alterar las caracteristicas de una escala mayor, pues es independiente
de la intensidad original y es directamente proporcional al parametro de regulari-
zacion.

= Afecta de manera local las caracteristicas de la imagen, lo que implica el desarrollo
de algoritmos numéricos eficientes, lo cual disminuye los costos computacionales.

La regularizacion por variacion total consiste en la minimizacion del funcional (5).

En el capitulo siguiente, desarrollaremos el método de variacién total como un método
de regularizacion del problema de dominios perdidos, empezando con la explicaciéon de
lo que es la reconstruccion de dominios perdidos de imagenes y cuales imégenes son
las que abarca el problema, posteriormente plantearemos el problema y lo resolveremos
utilizando los conceptos revisados en este capitulo.

1Son las imagenes en las que se mide un espectro continuo para cada pixel, que consiste en recopilar
y procesar informacion a lo largo de todo el espectro electromagnético.
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4. Reconstruccion de dominios perdidos en imagenes.

En este capitulo desarrollamos el anélisis del problema de reconstruccién de dominios
perdidos en imagenes, lo cual nos conduce al problema de la ecuacién de Euler-Lagrange
con condicién de frontera de Neumann.

4.7. Imagenes con dominios perdidos.

El problema de la reconstrucciéon de imagenes con dominios perdidos, cominmente co-
nocido como el problema de inpainting, consiste en estimar la recuperacion de las partes
danadas o faltantes D, a partir de la informacién disponible en la imagen digital cono-
cida ug; esto es: D C ug C R%. Dicho problema lo encontramos en la pintura, en una
estructura, en una fotografia, entre otras, las cuales pueden perder informacion de alguna
o varias de sus regiones, generada por diversos factores como: el tiempo, al dejar caer
algun liquido, al escribir sobre ellas, por un lente sucio, al agrietarse o al agregar o quitar
objetos, por lo que el objetivo es recuperar o completar la informacién perdida. La Fi-
gura 2 muestra un conjunto de imégenes con el problema de inpainting, donde podemos
observar imagenes con regiones faltantes, las cuales se generaron por factores como: la
captura, el deterioro por tiempo, al tener texto o por la obstruccion de objetos.

L SALADD, SAN ANDRES DIMGOIE: -

B e S 2 & ol L AN
Figura 2. En esta imagen podemos observar imagenes con regiones faltantes, es decir con el problema
de dominios perdidos. Fuente: Elaboracién propia.

En el problema de dominios perdidos, no existe informacién dentro del area danada, por
lo que una manera de recuperar la informacion, es a través de su frontera. Por esta razon,
empleamos el método de variacién total, ya que nos permite recuperar los bordes.

El problema de inpainting consiste en encontrar la geometria y textura faltante, razén
por la cual los métodos de inpainting se clasifican en dos grupos: los basados en la textura
y los basados en la geometria, que emplean métodos de EDP o métodos variacionales
para la soluciéon del problema. Los métodos variacionales son de nuestro interés debido
a que podemos modelar a la imagen como una funcién con cierto grado de suavidad,
expresado en términos de las curvas de nivel o de la variaciéon total de la imagen; una
caracteristica es que de entre todos los datos disponibles de la imagen, solo se utiliza la
informacion de la frontera del dominio de inpainting para su restauracion.

Una imagen ug con el problema de inpainting se puede dividir en dos partes: la parte sin
informacién D y la parte con informacion /D, como podemos observar en la Figura 3,
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12 SiviA REYES MORA, YESSENIA HERNANDEZ PEREZ.

donde {2 representa el dominio de ug, D la regién danada o faltante en la imagen, que
llamaremos el dominio de inpainting D C Q y F' la frontera entre Q/D y D.

Figura 3. Representacion de las regiones presentes en una imagen con el problema de dominios perdidos.
Fuente: Elaboracion propia.

Los métodos matematicos de inpainting generalmente emplean la discretizacién de un
modelo continuo, y en general se realizan mediante una discretizacion puntual.

Un buen modelo de inpainting debe ser ([3]):

I Local. Esto quiere decir que el dominio de inpainting puede ser recuperado solo con
la vecindad del mismo y no requiere de un aprendizaje global.

II Debe restaurar bordes rotos y suaves. Debido a que los bordes son importantes en
el reconocimiento de objetos y en la segmentacién de la imagen.

IIT Evitar el ruido. Asi es més facil detectar caracteristicas y restaurar la imagen.

4.8. Modelo matematico del problema de inpainting.

Nosotros estamos interesados en reconstruir imagenes con el problema de inpainting,
donde una imagen deteriorada es aquella que presentan regiones sin informacién, por
lo que el objetivo es recuperar o completar la informacién perdida. Y una forma de
lograr el objetivo es plantear el problema de manera matemética como desarrollaremos
a continuacion.

Consideremos dos imagenes digitales u y ug, donde u representa la imagen original y ug
la imagen con regiones faltantes, es decir, sin toda la informaciéon de la imagen .

Supongamos que conocemos la imagen ug, que de aqui en adelante es el dato conocido del
problema; asi, el problema consiste en reconstruir la imagen u a partir del conocimiento
de la imagen ug.

De manera general, no es posible saber los factores que ocasionaron la pérdida de in-
formacién en la imagen wu; asi, para poder plantear el problema, debemos considerar un
operador T que represente el efecto de la pérdida de informacién ocasionado sobre la
imagen u, de tal forma que la imagen obtenida al aplicar el operador T sobre u sea la
imagen ug con regiones faltantes. Tedricamente lo anterior se puede escribir como:

Tu= Uug- (6)

Asi, la ecuacion (6) genera el planteamiento de dos problemas: un problema directo que
consiste en obtener a ug a partir del conocimiento del operador T y de la imagen original
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u; y un problema inverso el cual consiste en encontrar la imagen u, que satisfaga la
ecuacion (6), a partir del conocimiento de la imagen ug y del operador T. Nosotros nos
enfocaremos en resolver el problema inverso.

De la definicién 2.1 tenemos que las imagenes digitales u y ug se pueden ver como
funciones de dos variables u(z,y) y uo(x,y), donde u pertenece al espacio normado X
vy ug pertenece al espacio normado Y, tal que el operador T relaciona los espacios de
funciones X e Y. Observemos que el operador T debe ser un operador lineal e invariante
en el espacio, debido a que de esta forma se conservan las caracteristicas de las imagenes
con pérdida de informacién.

Por ejemplo, si se da un cambio de escala en la imagen u, nos interesa que al aplicar el
operador T sobre u se obtenga una imagen ug con el efecto de pérdida de informacién en
la misma escala que la imagen original; ademas no debe importar como descomponemos
a una imagen ya que el resultado de aplicar 7" a cada una de sus partes da como resultado
la imagen con regiones perdidas, también no debe afectar si desplazamos el origen (x,y)
de la imagen original u, (o, 3) unidades, al aplicar el operador T sobre la imagen despla-
zada u(x — o,y — B) obtendremos la imagen ug con el efecto de pérdida de informacion
desplazada las mismas unidades, es decir no se modifican los valores de las tonalidades.

Todas las caracteristicas descritas del operador T se pueden escribir tedéricamente de la
forma siguiente: Propiedad de homogeneidad:

T {au(z,y)} = aT {u(x,y)}, VaeR. (7a)
Propiedad de aditividad:
T{ur(z,y) +uz(z,y)} = T{ur(z,y)} + T {ua(z,y)}, (7b)
donde wuy(x,y) y us(x,y) son imagenes. Propiedad de invarianza de desplazamiento:
T{u(z —a,y = )} = uo(x — a,y — B), (7c)

para cualquier (z,y) y cualquier (a, 8). Una vez definidas las propiedades del operador T
lo siguiente es obtener su expresion, asi que para seguir nos apoyaremos de la distribucién
Delta de Dirac en su forma bidimensional, la cual define como:

o0, si r=y=0;

6(z,y) = 6(x)d(y) = (8)

0, en otro caso;

/O:O /Z §(x, y)dedy = 1, (9a)

| [ Pt -y piads = ) (9h)

y tiene las propiedades:

para cualquier funcién continua F(«, ), (o, ) € X. La propiedad (9b) nos permite
expresar la imagen u(z,y) en términos de la delta de Dirac como:

) = [ it - ay - g)dads. (10)
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Asi, aplicando el operador T a la expresion u(z,y) dada en (10) se tiene:

Tlu(e.y)) = T{/ [ st —a- ﬂ)dadﬂ}w(x,y), (11)

dado que el operador T' y el operador integral son lineales; por la propiedad de aditividad
, se tiene:

uo(z,y) = /_00 /_OO T {u(a, 8)6(x — a,y — B)} dad, (12)

luego u(a, B) es un escalar debido a que es independiente de = y y, y por la propiedad
de homogeneidad, se tiene:

oz, v) / / B)T {5(x — oy — B)} dodp, (13)

donde el término T {§(z — a,, y — )} nos indica como afecta el impulso en el punto (¢, 3)
al aplicar el operador T', dando como resultado una funcién ¢, lo cual se define como:

T{é(x -,y = B)} =tz — o,y = B). (14)

De esta manera, podemos reescribir la ecuaciéon (12) como:

uo(z,y) = /_OO /_OO ula, B)t(z — o,y — B)dadp. (15)

La cual nos permite obtener la imagen ug con regiones faltantes, ademas la ecuacion (15)
es una integral de Fredholm de primer tipo; y como vimos en el Ejemplo 3.5, este es un
problema mal planteado.

Como se ha mostrado, el operador T' se puede escribir como:

u(z, y) / / o — o,y — B)dadp, (16)

luego, podemos reescribir la ecuacion (15) de la forma:
Tu = ug. (17)

Asi, lo que hemos obtenido hasta ahora, es el planteamiento operacional del problema
de dominios perdidos en imégenes; que es un problema mal planteado en sentido de
Hadamard. Se sabe que el problema de unicidad de la solucion se puede resolver con
buscar en subespacios de X, y el problema de existencia se puede resolver con buscar a
la solucion en espacios X’ tales que X C X'. Sin embargo, los problemas de estabilidad
no se pueden resolver mediante este tipo de consideraciones, razén por la que se debe
analizar desde el punto de vista de la teoria de regularizacién. De aqui la necesidad de
implementar una estrategia de regularizacion definida en (3.6), lo que permite al problema
satisfacer la condicion de estabilidad, dada en la Definicion 3.4, y de esta forma obtener
una solucién aproximada a la solucién del problema. Nuestro objetivo tedéricamente es
encontrar la solucion u de la ecuacion (17) con T un operador compacto y uno a uno. La
inyectividad de T nos dice que la solucién es tnica.
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4.9. Regularizacién para el problema de inpainting.

Supongamos que ug € Rango(T) y T es invertible, al aplicar 7-! a ambos lados de la
ecuacion (17) tenemos:
uw=Ttuo,

de donde u es la solucion exacta, lo cual ocurriria si ug(x, y) estuviera libre de ruido. Sin
embargo, en la practica ug va acompafiada de un ruido r(z,y), lo que nos lleva a definir
ud(z,y) = uo(x,y) — r(z,vy), asi el problema que debemos resolver es:
5
Tu = uyg, (18)
si suponemos que ul € Rango(T), al aplicar T~! a ambos lados de la ecuaciéon (18)

tenemos:
_p—1,6
u="T""ug,

pero, debido a que el problema es mal planteado, esta solucién estara alejada de la

solucion exacta u, por ello, considerando el dato con error ug nosotros queremos construir

una aproximaciéon u® a la solucion exacta u de la ecuacion (17). Asi en lugar de resolver
la ecuacion (17), lo que necesitamos resolver, es la ecuacion:

Tu® = u. (19)

En general T no es invertible o no es posible calcular su inversa; sin embargo, si T es
invertible, al aplicar el operador inverso en ambos lados de la ecuacion (19) nos queda:

u’ =T uf, (20)

de tal forma que la mejor solucién que podemos encontrar a la solucién exacta u es una
aproximacion u®, que sea estable, es decir, que u® dependa de manera continua de ug.
Donde el error en los datos es a lo mas d, es decir:

[|luo — ugH <. (21)

Por tanto, de manera intuitiva, el objetivo es construir una estrategia de regularizacioén;
esto significa encontrar operadores R : Y — X lineales y acotados es decir que sean
continuos , tales que sean invertibles y que R, converja al operador T~! de manera
puntual. Una caracteristica a resaltar es que resolveremos un problema bien planteado en
sentido de Hadamard. Si consideramos que ui = Raug es la mejor solucién al problema
bien planteado (19), entonces podemos escribir el error de aproximacién de la forma
siguiente:
§ _ 5
[ = ] = [[ Raug = ul]
= HRaug — Roug + Roug — uH
)
= HRa(Uo —up) + Raug — uH

por desigualdad triangular:
< ||Ra(u = uo) || + | Ratio — ul|

< || Rall [[ug = uo|| + | RaTw — ul|
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luego por (21):

[ud, — u|| < 8| Rall + [ RaTu—ul,

que es la estimacién fundamental, lo que significa que el error en la solucién siempre va
estar acotado por ese término. Asi el error total entre la solucion exacta y la aproximada
es la suma de dos errores: el primer término § || R, || es el error cometido en los datos,
luego por Teorema 3.7 || R, || — oo cuando o — 0 y el segundo ||R,Tu — ul| es el error
de la aproximacién entre ul, y u, luego por definicién de estrategia de regularizacién este
término tiende a 0 cuando a — 0, como podemos observar en la Figura 4. Asi, para la
mejor aproximacion u‘; de u necesitamos un « pequeno y por otro lado la estabilidad
requiere un « grande, entonces necesitamos una estrategia para elegir « = «(d) de tal
manera que el error total sea el menor posible, como podemos observar en la Figura 4,
o™ en la interseccién es el 6ptimo, el cual permite alcanzar el minimo de la funcién, por
lo que a* es el parametro de regularizacion; asi la mejor eleccion del a es aquella que
minimice:

0 |Ra]l + | RaTuw — ul . (22)
281 Error
26
24
22
20
18
16
14
Eitotar = 0|| Rol| + | RaTu — ul|
12
10 Euproe. = || RaTu — ul|
8
6
a
2 .
Baato = 8[| Rall

0 o

02 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

Figura 4. Representaciéon del comportamiento del error total, como funcién de a.

Dada una estrategia de regularizacién, queremos encontrar una solucién regularizada que
esté cerca de la solucién exacta, es decir que el error entre la solucién regularizada y la
solucién exacta sea el menor posible.

Luego el método de regularizacién empleado es el de la regularizacién variacional, donde
la solucién regularizada ud, es la que minimiza el funcional definido como:

J(u) = F(Tu, ug) + aR(u), (23)

donde F representa el término de proximidad de los datos, es decir, es el error de la
aproximacién entre u’ y u, a > 0 es el parametro de regularizacién y R representa el
término de regularizacién el cual penaliza las propiedades de la imagen u, es decir es la
influencia del ruido en los datos, de tal forma que se preserven las esquinas y bordes, lo
cual dependera de la elecciéon de la norma.

El nombre de cada método empleado en la soluciéon del problema, se relaciona con la
eleccién de la norma. Nosotros emplearemos la regularizacién por variacién total por
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las razones mencionadas en la seccion 3.6. Una de las estrategias de regularizaciéon mas
empleadas es la de Tikhonov ([7]).

En conclusiéon, para resolver el problema de inpainting, consideraremos 7' : X — Y un
operador lineal y acotado y ug € Y, se quiere determinar u € X que minimice el funcional
de Tikhonov definido como:

Ja(u) = | Tu = uo||* + a|lul*. (24)

La desventaja de emplear el funcional dado en (24), es que penaliza las discontinuidades
de la imagen; por esta razoén, y por las propiedades del gradiente, se cambia la norma
L?(2) en el término de regularizacion del funcional de Tikhonov por la norma de variacion
total, permitiendo plantear la minimizacién del funcional de regularizacién por variacién
total:

1 2
Ja(u) = 5 ITu —wol|” + a|lullyr, (25)

que es la propuesta de Rudin, Osher y Fatemi, la cual se emplea en el problema de
eliminacién de ruido en una imagen, y en la solucién del problema de dominios perdidos,
con la diferencia de la definicion de su dominio. Asi, el funcional a minimizar es:

AD 2
Ja(u) = o~ ITu — oy, +allullvr, (26)

donde \p se define como:

0, si xze€D;
Ap(z) =
1, si zeQ\D.

) representa el dominio de la imagen, D la region faltante y 2\ D la region con infor-
macién de la imagen como podemos observar en la Figura 3. Lo cual permite plantear
el problema soélo en el dominio perdido y eliminar el ruido al mismo tiempo en toda la
imagen. La ecuacion (26) se puede rescribir en término de la definicion de las normas
como:

1
Jo(u) = 5/@)@ |Tu—u0|2dxdy—|—a/Q|Vu|da:dy. (27)

Luego, nuestro problema consiste en encontrar u que minimice el funcional definido en
la ecuacion (27).

4.10. Reduccion del problema a la ecuacion de Euler-Lagrange.

El funcional que deducimos en la expresion (27) define la estrategia de regularizacion por
variacion total para el problema de inpainting. Una vez planteado el funcional a minimi-
zar, debemos hallar su minimo. Para ello, calcularemos su primera variacion (Definicion
3.3). Sea w(x,y) una funcién infinitamente diferenciable y con soporte compacto en €2
la cual representa la direccién en la que nos movemos y sea € un escalar cualquiera. La
primera variacion del funcional J,(u) en el punto u y la direccion w se define como:

_d Cd (1 ) B
;gr%)%(]a(u—ksw) = E11_r>r(1)£ {Q/QAD |T(u + ew) — ug] d:cdy—&-a/Q|V(u+5w)|dxdy} =0,
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Por un lado tenemos que:

d 1
Eh_%if/)\[)ﬁ(u—kew)—ud dxdy—eh_r}(l)?/d T (u+ ew) — uo|* dady

_ 2o lim 2(T(u + ew) — up) wdzdy
2 Q e—0

= /\D/ (Tu — ug) wdzdy.
Q

y por otro que:

lim — a/ |V (u+ ew)| dedy = lim — a/ \/ (g + ewy)” + (uy + 5wy)2 dxdy Por definiciéon

e—0 de e—0 de
= lim « / (e + ewa) wa + (uy + ewy) @y dxdy Derivando
e—0 Q \/(Ux +€wm)2 + (uy + 5wy)2
=a / Ually + UyWy dxdy Evaluando
A /ui + ui
Vu -V
—a | LYY dxdy Reescribiendo
o |Vl
Vu ., . . .
Considerando a F = m y f = w una funcién escalar, por la identidad vectorial

divfF = fdivF + F - V f tenemos que:
) Vu . ( Vu Vu
o (vpmar) = (i)« e =

Vu Vu Vu

_— =dt — | —wdiv | — | .

¥ =i (g ) e (1)
Por lo que:

Vu-Vw Vu Vu
a| ————dxdy = a/ div( ) dxdy — /wdiv( ) dxdy. 28
o [Vl Q [Vl Q [Vl (28)

Como podemos observar, en la primera integral de lado derecho de la igualdad tenemos
un campo sobre una region acotada €2, por lo que podemos aplicar el teorema de la
divergencia [, divF = [, F - nds, asi podemos reescribir la expresion (28) como:

Vu-Vw Vu Vu
o 7dmdy:a/ w~nds—a/wdiv( ) dxdy. 29
o [V a0 Vil Q [Vl (2)

ou .
Por definicién tenemos que Vu - n = n luego, si consideramos la condicién:
n

despejando:

ou
o =0 en 09,
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entonces la igualdad (29) se reduce a:

Vu - Vw Vu
af| ————dxdy = —a/ wdiv () dxdy; 30
o TVu o "\ vl 30

por lo tanto la primera variacién de J, en el punto w y la direccién w es:

Vu

h’miJa(u—l—sw):/)\D (Tu—uo)wdmdy—a/wdiv(
Q Q [Vul

dxdy. 31
tim & ) dsan. @)
Una condicién necesaria para que el funcional J,(u) tenga un minimo es que la primera
variaciéon en u sea igual a cero, es decir:

/Q (AD (Tu — up) — adiv (&)) wdrdy = 0; (32)

y como es para cualquier w en Q, de la expresion (32), tenemos que:

Ap (Tu — ug) — adiv <|§Z|> = 0; (33)

la cual es la ecuacién de Euler-Lagrange.

Por lo que, encontrar el minimo del funcional J, (u) es equivalente a encontrar la solucion
del problema de contorno siguiente:

. Vu
Ap (Tu — ug) — adiv <|VU|) =0, (34)

con la condicién,

ou

on
también conocido como el problema de Neumann para la ecuacién de Euler-Lagrange.
En el capitulo siguiente desarrollaremos un método numérico para resolver la ecuacién
(34), para lo cual elegimos el método iterativo explicito de Euler, debido a su facil imple-
mentacién, y aunque no es el mejor método para la solucion, si nos ayuda a comprender
el desarrollo de nuestro trabajo, ademaés, otra razén es que una vez comprendido este
método se puede implementar métodos mas eficientes, los cuales son generados a partir
del analisis de este método.

5. Solucién numérica.

En este capitulo resolveremos numéricamente la ecuacion (34), aplicando el método ite-
rativo explicito de Euler también conocido como: método de descenso de gradiente o
método de marcha en el tiempo. Dicho método pertenece a los métodos basados en el
gradiente, donde la caracteristica es la de emplear la informacién sobre la derivada per-
mitiendo generar algoritmos eficientes. Para dar solucién a la ecuacion (34) de manera
numérica primero necesitamos discretizar la ecuacién.
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5.11. Discretizacion del problema de contorno.

Para comenzar, construimos una malla del dominio 2 de la imagen con puntos discretos,
donde cada nodo, se define por las coordenadas (i,5),0 < i< M y 0 < j < N; luego en
una imagen digital, el tamano de los pixeles es el mismo, asi consideramos que el tamano
de la particién h es una unidad y el tamano de la malla se determina por el tamano de
la imagen, es decir de M x N.

Consideremos ¢ : R? — R? el campo vectorial tal que:

= ()

De la definicién del operador divergencia, tenemos que:

) Vu ) 1 ou 1 Ou 0 1 Ou 0 1 Ou
div| — | =div| =— ) — = | == | —=— |+ = | =—=— | -
[Vul |[Vu| 0z’ |Vul dy Ox \ |Vul| 0z Ay \ |Vu| oy

Lo siguiente es aproximar cada una de las derivadas parciales, para lo cual emplearemos
el método de diferencias finitas, por definicién de diferencia centrada en el punto (z;,y;)
([4]) se tiene:

@ N u(xi+%,yj) - u(xi_%,yj) @ _ u(xiayj-g-%) - u(xivyj—%)

ox h Y oy h

Para simplificar la notaciéon consideraremos u(z;,y;) = u; ;. Asi para el pixel en el par
ordenado (i, j), se tiene:

1 @ B 1 @
|V’UJ‘3I i+’5‘j |V’UJ‘3I i*%,j

O (1 ou) | :
dx \|Vu|dz ) ~ h
L Wiy — Uiy L wi —uiag
Vb, ok Vul_y, h
~ h
1 1 1
=72 (Vum;,j (i1 = wig) = Rz (i — Ui—la)) :
y
< 1 3u> < 1 3u)
0 1 Ou - |Vu| ay i7j+% |Vu| 8y i,j—%
oy \|Vuldy ) ~ h
L Wigpn — Uiy L uiy —ui
~ |Vu|i,j+% h \Vu|i7j_% h
h
1 1 1
=3 (Vu|i,j+g (Wi j+1 — uij) — Val,_x (wij — um‘1)> .
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Ademas, de la definicion del médulo del gradiente tenemos:

2 2
e (5) (5
Por lo que:
ou ’ Oou ’ Uik1j — Uiy Uigen = i)
Vilags = ((a)) *((@)) “V (o) = (o)
asi:

h
1 h
o~
Vilisy, \/(Uz’il,j — )" + (i — )
y
1 h
Vul. . ~ )
Vuli ey \/(uiim —t5,5)" + (g1 — i)
Luego tenemos que:
0 ( 1 8“) 1 Uit 1,5 — Ui _ Ui — Ui—1,j
dx \|Vuldz) ~ h
 \[Vul 9 \/(Ui+1,j — i g)” A+ (i1 — wig)” \/(ui,j —wi1)” + (i — wig)?
y
0 < 1 5'U> 1 U j4+1 — Usj 7 U j — Ui j—1
oy \|Vuldz )~ h
y \IVul 0z \/(uz'+1,j —i,5)” + (W41 — i)’ \/(Ui,j — 1) + (i — wi 1)
Finalmente se tiene que:

div (W) 1 Uit1,j + Wij+1 — 2Uij
|Vul h \/(

Uip1,j — Ui,j)2 + (wij+1 — “i,j)2

Uij = Uij—1 )
2 2/
\/(um' —ui-14)" + (uij —uij-1)

. ou . .
Por otra parte, la condicién de frontera de Neumann — = 0, nos permite definir las

Uij — Ui-1,j

\/(“i,j —ti15)” + (g1 = wig)

n
condiciones que se deben cumplir en los pixeles del contorno de la imagen digital.
Para ello, de la aproximacion de la derivada normal dada por:

Ou _ Uit1j — Ui Ou  uijt1 — Ui (35)
Ox h Oy h ’

se sigue que el contorno formado por los pixeles de la forma (0,7), 0 < j < N cumple:

Uy,5 — Uo

entonces uj_; U, j-
ox h J J
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Analogamente, para la frontera inferior de la imagen, formada por el conjunto de pixeles
de la forma (4, 0), se tiene:
au Ui 1 — Ui0
a—y ~ T — =0, entonces wu;1 = U;o,
para el lado formado por el conjunto de pixeles (M, j) se tiene:

Ou o UMLj T UM 0, entonces wu UM 7S
—_— N = M—1, = UM,j
Ox h ’ J b

y para el contorno superior formado por el conjunto de pixeles (i, N) se tiene:

ou U N—1 — Ui N
— ~ "= =, entonces u;N_1=UjN-
dy h

Por lo anterior, podemos decir que la condicién de frontera de Neumann se expresa como:
U1y = Uog, Uil = U0, UM-1j = UMy, WiN-1=UiN- (36)

Asi, lo que hemos obtenido es la discretizacion del problema de contorno (34), el cual se
reescribe como:

)\D (Tui,j — UQ) — adiv (¢)i,j = 0, (37)

con la condicién,
Ul,j = Uo,j, Uil = U0, UM—1,j = UM,j, Ui N—1 = Ui N- (38)

Lo siguiente, es dar solucién a la ecuaciéon mediante la implementacién de un método
iterativo. Podemos decir, que reconstruir una imagen con el problema de inpainting
implica un proceso de cambio sobre la imagen, en un determinado tiempo, el cual inicia
con la imagen danada ug(x,y) y termina con la mejor aproximacion de la imagen u. Esto
implica construir un conjunto de imagenes u™ (i, ) tal que u®(4, j) = ug(i, j) es la imagen
danada, en nuestro caso es la imagen con regiones faltantes; luego n = 0 es el punto de
partida, lo que significa que cada que aumente n se recupera informacién en la imagen, es
decir si consideramos que u" es la imagen con el problema de inpainting en el paso actual
n, entonces la imagen siguiente es u"*! de tal manera que en determinado momento se
obtendra la mejor solucién a la forma dindmica de la ecuacién (37), esto nos permite
pensar en un método iterativo para resolver el problema, donde n denota el nimero de
iteraciones, por lo que planteamos la forma dinamica de la ecuacion (37) como :

3u . n
e = Ap (Tui; — ug) + adiv (@)i;» n=0,1,.. (39)
con la condicién inicial

El objetivo es encontrar la solucion u que satisfaga la ecuacion (39), la cual sera la mejor
aproximacion a la imagen original. La ecuacion (34) es igual a la ecuacion (39) si y solo

si — = 0, es decir se busca que la solucién u obtenida mediante el método iterativo no

ot
tenga mas cambios con respecto al tiempo, para que sea considerada como la solucién al
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.. Ju
problema inicial. Por otra parte tenemos que una discretizaciéon para — en el momento

n es: ot
’ n+1 n
Ou U — U
ot h ’
luego la ecuacion (39) se reescribe como:
n+1 n
U T —ut.
i, i n : n
—— = Ap (Tui; — ug) — adiv (@)ij
la cual es equivalente a:
n+l _ . n n . n
u =g+ h ()\D (Tum- — ug) — adiv ((b)”) (41)
con la condicién de frontera:
n _ .n n __ ,.n n _.n n _.n
Uy 5 = Uy, Ujn1 = Ujor Up—1,5 = Uy UyN—1 = U N- (42)

Asi con cada iteracién obtendremos la solucion o6ptima la cual sera:

= (2, y5), (43)

que es la solucion al problema de dominios perdidos, lo que significa que es la mejor
aproximacién a la imagen original.

u

6. Conclusiones.

Principalmente, en este articulo se logré analizar, describir y plantear el problema de
iméagenes con regiones faltantes, desde un punto de vista tedrico y practico, debido a
la relacién existente entre las matemadticas y la computacién, se redactaron conceptos
basicos para el desarrollo del trabajo.

Dada la naturaleza del problema, se describi6 el fundamento matematico para plantearlo
como un problema inverso, el cual se pudo relacionar con la ecuaciéon de Fredholm de
primer tipo, esto permitio ejemplificar el mal planteamiento de un problema inverso, y asi
concluir que el problema de inpainting es mal planteado segiin Hadamard, por lo cual nos
apoyamos de la teoria de regularizacién para su solucién, eligiendo el método de variaciéon
total. Donde observamos las dificultades para obtener el parametro de regularizaciéon y
estas nos motivan a estudiar la eleccién de este pardmetro en un futuro cercano.

Logramos plantear el método de regularizacién por variacion total a partir de la repre-
sentacién variacional del método de regularizacién de Tikhonov.

Se hizo un anélisis méas detallado de la deduccion del problema de regularizacién por
variacion total para el problema de dominios perdidos, donde el resultado obtenido coin-
cide con el encontrado en la literatura, y del cual generalmente se inicia al estudiar el
problema de reconstruccién de imagenes con dominios perdidos.

De igual manera se logré detallar que encontrar el minimo del funcional, es equivalente
a encontrar la solucién del problema de Neumann para la ecuaciéon de Euler-Lagrange.

Se logro la implementacion de un método variacional como un método de regularizaciéon
del problema de reconstrucciéon de dominios perdidos de imagenes.
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